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主元分析结合 Cornish-Fisher 展开的概率潮流三点估计法 

毛晓明，叶嘉俊
 

(广东工业大学，广东 广州 510006) 

摘要：传统点估计概率潮流计算(Probabilistic Load Flow Calculation Based on Point Estimate Method, PLF-PEM)没有

考虑输入随机变量相关系数矩阵非正定之情形。为克服上述不足，更准确地描述输出变量的统计特性，提出一种

主元分析结合 Cornish-Fisher 级数展开的 PLF-PEM 算法。利用主元分析处理相关性输入随机变量，通过点估计方

法得到输出变量的各阶矩。结合半不变量理论与 Cornish-Fisher 级数展开，利用输入变量的离散样本数据求得输出

随机变量的数字特征和概率统计信息。算例表明所提算法能适应新能源发电高渗透电力系统的快速概率潮流计算。 
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A three-point estimate method for probabilistic load flow computation based on 

principal component analysis and Cornish-Fisher series 
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Abstract: The existing Probabilistic Load Flow Calculation based on Point Estimate Method (PLF-PEM) does not 

consider the case where the correlation matrix of random input variables is non-positive definite. To overcome the 

deficiency and describe the statistical characteristics of the outputs more accurately, a PLF-PEM computing method based 

on Principal Component Analysis (PCA) and Cornish-Fisher series expansion is suggested. The proposed method uses the 

PCA theory to deal with the correlated random inputs and applies the PEM to obtain the moments of the outputs. Then, 

based on the cumulant theory and the Cornish-Fisher expansion and by using the discrete sample data of the input variables, 

the digital characteristics and probability statistical properties of the outputs are obtained. Test examples show that the 

method is appropriate for fast PLF calculation of power systems with high penetrations of new energy power generations. 
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0  引言 

电力系统中不确定性因素的增加使得概率潮流

计算[1]成为研究热点之一。根据原理的不同，相关

算法可分为模拟法[2-5]、解析法[6-7]和近似法[8-15]。 

近似法用输入变量的数字特征近似求取输出变

量的统计特性[16]，克服了模拟法大规模抽样费时耗

力、解析法要求输入与输出变量线性相关之不足，

具有计算速度快、保留潮流方程的非线性、能灵活

处理输入变量间的相关性等优点。 

近 似 法 中 应 用 最 广 泛 的 是 点 估 计 法

(PointEstimate Method, PEM)。PEM 的本质是利用 
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输入变量的中心矩求输出变量的原点矩，仅要求每

个输入有唯一对应的输出，并不要求输入变量的分

布类型及输入、输出量间的函数关系已知。 

现有关于PEM的研究都是在文献[17]提出的两

点或三点形式的 PEM 基础上进行的。文献[8]将三

阶多项式正态变换应用到 PEM 中，提出能求解含

非正态相关随机变量的 PLF 点估计法。文献[9]将

Nataf 变换与 Gauss-Hermite 数值积分技术相结合，

提出一种改进的 PLF 多点估计法，大大提高了传统

PEM 的计算精度。文献[10]将文献[9]的方法应用于

配电网概率无功优化中。文献[11-12]提出基于 Nataf

变换的 PEM 法，避免了采样点可能超出随机变量

定义域的情况，计算结果更为准确。文献[13]提出

计及电力系统谐波问题的 PEM。文献[14]将 PEM 应
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用于三相不平衡系统概率潮流分析中。文献[8-14]

均以给出输出变量的均值和标准差为研究目标，未

考虑输出变量的概率统计信息；且要求输入变量的

概率密度函数(Probability Density Function, PDF)或

累积分布函数 (Cumulative Distribution Function, 

CDF)已知，该条件在应用中有时难以满足。文献[15]

提出一种基于 Gram-Charlier 展开的 PEM 方法，该

方法不需要知道输入变量的 PDF 和 CDF，仅根据

输入变量的样本数据即可求得输出变量的均值、标

准差及概率统计信息，不过 Gram-Charlier 展开在拟

合非正态分布变量的概率分布时误差偏大[7]。 

以上关于PEM的研究[8-15]都采用Cholesky分解

处理输入变量的相关系数矩阵，但 Cholesky 分解仅

适用于相关系数矩阵正定的情形。工程应用中，通

常先估计随机变量两两间的相关系数，再形成相关

系数矩阵，该方法容易造成相关系数矩阵非正定的

情形[3]，限制了 PEM 的应用范围。 

本 文 将 主 元 分 析 法 (Principal Component 

Analysis, PCA)引入到电力系统 PLF 中，提出一种

PCA 结合 Cornish-Fisher 级数展开的三点估计法

PCA-CF-3PEM。所提算法能克服现有 3PEM 只能处

理相关系数矩阵对称正定的局限，且能更高效准确

地获得输出随机变量的数字特征及概率统计信息。 

1   主元分析 

主元分析(PCA)是一种统计分析方法。它通过

寻找一组新的正交基，将原始数据空间中一组具有

相关性的变量组合为新的映射空间中一组互不相关

的变量，从而消除原始数据间的相关性影响，具有

操作简单、计算方便、无参数限制、线性重构误差

小等优点[18]。 

设多维随机变量 X 的相关系数矩阵为 X ，样

本矩阵为 Xn×m=[x1, , xj, , xm] (xj=[x1j, , xij, , 

xnj]
T)，其中，m 为变量维数，n 为样本大小，那么

Xn×m可分解为 m 个向量的外积之和(这里外积指的

是两个等长向量的乘积，且是列乘以行)，即 
T T T T

1 1 2 2n m m m     X t p t p t p TP      (1) 

式中： T
1 1[ , , , , ]( [ , , , , ]j m j j ij mjp p p    P p p p p ，

i, j=1, 2, , m)，且 PTP=PPT=I，P中各列向量为新

的正交基；T=[t1, , tj, , tm](tj=[t1j, , tij, , tnj]
T，

i=1, 2, , n，j=1, 2, , m)，tj称为 X的主元，主元

间互不相关。 

应用中，输入变量的量纲往往各不相同，主元

分析前应先消除量纲的影响，步骤如下： 

1) 通过式(2)对 X 进行标准化处理得到数据矩

阵 X ，消除量纲的影响； 
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2) 解特征方程 0X  I  ，求得 X 的特征值λj，

且由大到小排列，即(λ1≥ ≥λj≥ ≥λm)，相应的特征

向量记为 T
1 2[ , , , ]j j j mjp p p    p ，( 1, 2, ,j m  )。 

3) 求得 X 的主元 tj'： 

j j
 t X p                  (3) 

式中， T
1 2[ , , , ]j j j njt t t    t ，表示 X 在 j

p 方向上的投

影。长度越大， X 在 j
p 方向上的覆盖程度或变化

范围越大，即：若 1 2 mt t t     ，则 1
p 将代表

X 变化最大方向， m
p 将代表 X 化最小方向。 

通过 PCA 方法可将 Xn×m表示为 
1   X T P S X             (4) 

式中：表示矩阵的 Hadamard 乘积(两个矩阵对应

元素的乘积)； 1[ , , , ]j mt t t     T ； 1[ , , , ,jp p    P  

]mp ； 1[ , , , , ]j m  S S S S  ( T
1[ , , , , ]j j ij ijs s s  S , 

1 2j j nj js s s s    ； 1[ , , , , ]j m=  X X X X  

( T
1[ , , , , ]j j ij njx x x  X , 1 2j j nj jx x x x    )。 

PCA 把相关变量 X 转换为不相关变量 T 的组

合，且对 X 的相关系数矩阵 X 没有限制[18]，从而

可在输入变量具有相关性时依下文所述 3PEM 进行

PLF 计算。 

2   概率潮流三点估计法 

2.1 基于离散采样数据的三点估计法 

3PEM 在求解概率问题时能兼顾精度与效率，

以下描述基于离散采样数据的 3PEM 的基本原理。 

设潮流方程 Z为 
Z=G(X)=G(x1, x2, , xm)        (5) 

式中：Z为 N维输出变量，Z=[z1, z2, , zN]
T；G为

m维函数向量，G=[g1, g2, , gm]T。 

3PEM 对每个输入变量 xj( j=1, 2, , m)取其 3

个采样值 xj,k(k=1, 2, 3)进行点估计运算。xj,k可通过

式(6)得到[12]。 

,
,      1,2,3

j kj k j x jx x s k  ,         (6) 

式中，
,j kx

 为 xj的标准采样值，可通过式(7)求得[12]。 
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分别为 xj的偏度系数和峰度系数。 

对每个采样值 xj,k，按式(8)进行一次确定性潮流

计算。 

1 -1 , +1( , ) ( , , , , , ) j j k j mZ j k G x x x x x     (8) 

式中：j=1,2, ,m；k=1,2,3。 

根据上述结果，通过式 (9)计算输出变量

zi(i=1, 2, , N)的 v阶原点矩 ( )v [12]。 
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式中， ,jx kw 为 xj,k的权重系数，可通过式(10)求得[12]。 
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根据 ( )v ，再通过式(11)可计算得到 zi的期望 μzi
和标准差 σzi。 

(1)

(2) 2
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综上，3PEM 可求得输出变量的期望、方差及

各阶原点矩。 

2.2 半不变量与 Cornish-Fisher 级数展开 

半不变量(Cumulant)是随机变量一种重要的数

字特征，是组合数学与概率论间重要的联系纽带。

随机变量的各阶半不变量 gv可通过其原点矩求得。 
(1)
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式中， j
vC 为组合数[7]。 

Cornish-Fisher 级数在拟合非正态分布变量的

概率分布时收敛性好、精度高 [7]。本文采用

Cornish-Fisher 级数展开逼近得到输出变量的 CDF

和 PDF。设输出变量 zi 的分位数为(0<<1)，则

z()可表示为[7] 
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(13) 

式中： ( )  为标准正态分布 CDF 的反函数；gv为

zi的 v阶半不变量。 

依 zi()F1()，可得 zi的累积分布函数 F(zi)，

对 F(zi)求导则得 zi的概率密度函数 f(zi)。引入半不

变量和级数展开，可求得输出变量的概率分布。 

2.3 考虑输入变量相关性的三点估计法 

上文描述的 3PEM 算法假设随机变量X相互独

立。当 X间具有相关性时，所述方法不再适用。本

节利用 PCA 处理输入随机变量的相关性，提出相关

系数矩阵正定和非正定情形下都适用的点估计法

PCA-CF-3PEM。 

首先获取样本数据 Xn×m(Xn×m 既可以是离散实

测数据，也可根据输入随机变量的概率分布函数通

过随机抽样产生[2])，再利用 PCA 将 X 变换到独立

样本空间中，接着利用 2.1 节所述方法求出独立样

本空间的采样值，然后通过反变换求出X的采样值，

最后求得各输出变量的数字特征及概率统计信息。

步骤如下： 

1) 输入初始数据，形成随机变量的样本数据

Xn×m； 

2) 判断 X是否具有相关性，若是则转 3)，若不

是则转 7)； 

3) 通过主元分析步骤 a)到 c)求得 T 和 P ； 

4) 根据式(6)和式(10)，在 T 中计算变量的采样

值 ,j kt 及其权重系数
,j kt

  ； 

5)构建评价矩阵 1,1 1,2 ,1 ,2[ , , , , , ,X j j
      T T T T T

 
T

,1 ,2 2 +1, , ]m m m
  T T T ，其中 , 1 1 , +1[ , , , , , ,j k j j k jt t t t

     T
 

]mt , 2 +1 1[ , , , , ]m j mt t t     T ； 

6) 由式(4)将 
XT 转换到原变量空间形成评价矩

阵 XX ，转 9)； 

7) 根据式(6)、式(10)，计算 X 的采样值 xj,k及

其权重系数 ,jx kw ； 

8) 构建评价矩阵 1,1 1,2 ,1 ,2[ , , , , , ,X j j  X X X X X
 

T
,1 ,2 2 1, , ]m m mX X X ，其中， , 1 1 , +1[ , , , , , ,j k j j k jx x x x  X

 
]mx , 2 +1 1[ , , , , ]m j mx x x  X ； 

9) 将 XX 的每一行代入式(5)进行(2m+1)次确定

性潮流计算，得到评价结果 Z； 

10) 由式(9)到式(11)估计Z的期望 μZ、标准差 σZ

及其各阶原点矩 ( )v
Z (v=1, 2, )； 

11) 由 ( )v
Z 及式(12)得到 Z的各阶半不变量 Z

vg ； 

12) 采用 Cornish-Fisher 级数展开求得输出变量

的 CDF 和 PDF 曲线。 

PCA-CF-3PEM 算法流程如图 1 所示。 
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图 1 PCA-CF-3PEM 算法流程图 

Fig. 1 Flow chart of PCA-CF-3PEM method 

3   算例 

以改造后的 IEEE118 标准测试系统[19]为算例。

算例系统中，随机性新能源出力采用实测离散样本

数据，随机性负荷采用文献[2]所述方法根据概率分

布通过抽样生成样本，涵盖了两种常见应用情形，

具有较好的代表性。 

假设 4 组容量相等的风电场分别接入节点 37、

78、108 及 118，且都采用功率因数为 1 的恒功率因

数控制方式。单风场容量取 250 MW，500 MW，600 

MW，700 MW 和 800 MW 时，对应新能源渗透率

分别为 23.573%，47.147%，56.577%，66.006%和

75.436%。风场风速数据取自西班牙某风电场每十

分钟实测数据(共 4 032 组)[20]，计算得到风场间风

速的相关系数矩阵为 

w

1 0.0331 0.0699 0.1132

0.0331 1 0.3884 0.1752

0.0699 0.3884 1 0.3629

0.1132 0.1752 0.3629 1

 
 
 
 
 
 

   (14) 

式中，ρw 为正定矩阵。 

风电场有功( wP )-风速(v)模型采用式(15)[21-22]： 

ci co

w 1 2 ci r

r r co

0,                       

,         

,                  

v v v v

P k v k v v v

P v v v

 


   
  

，

  (15) 

式中：k1=Pr/(vrvci)；k2= k1vci；Pr 为风电场的额定有

功功率；vci、vr、vco 为风电场的切入、额定和切出

风速。本算例 vci=3 m/s，vr=8 m/s，vco=25 m/s。 

负荷服从期望为稳态值、标准差为期望 10%的

正态分布[7]。其中，节点 97-102 的有功负荷存在相

关性。以下先给出一个正定的相关系数矩阵 ρL，分

别采用 Cholesky 分解和 PCA 处理相关性，采用

3PEM 进行计算，并对结果进行比较，验证 PCA 的

有效性。再给出一个非正定的相关系数矩阵   L
 ，

进一步验证 PCA 处理非正定相关系数矩阵的性能。 

设： 

  L

1 0.3 0.2 0.4 0.1 0.5

0.3 1 0.7 0.1 0.2 0.8

0.2 0.7 1 0.5 0.4 0.3

0.4 0.1 0.5 1 0.6 0.2

0.1 0.2 0.4 0.6 1 0.2

0.5 0.8 0.3 0.2 0.2 1

 
 
 
 

  
 
 
 
  

      (16) 

综合式(14)和式(16)，系统输入变量的相关系数

矩阵 X 为正定矩阵。 

为验证 3PEM 的精度及有效性，本文以蒙特卡

洛法[2-5](Monte Carlo Simulation Method, MCSM)计

算结果为基准进行校核，并定义式(17)所示相对误

差指标 
 。MCSM 基于样本数据进行多次确定性潮

流计算，再根据计算结果得到输出变量的统计信息，

精度高，常用于校核其他方法的准确性[2]。 

PM MC

MC

100%
 




 



          (17) 
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式(17)中：为输出变量的类型(包括电压幅值 U、
相角 θ，支路有功 P、无功 Q)；  为数字特征类

型(包括期望 μ及标准差 σ)；PM
 、MC

 分别为 3PEM

法和 MCSM 法得到的结果。 

表 1 以新能源渗透率为 23.573%和 56.577%为

例，比较了分别采用 PCA 和 Cholesky 分解处理 ρX

时 3PEM 求得的输出变量 
 的平均值 ,mean


 。 

表1 采用 PCA和Cholesky分解时输出变量的相对误差比较 

Table 1 Comparison of outputs’ relative errors using  

PCA and Cholesky decomposition 

渗透率  23.573% 56.577% 
方法  

输出  ,mean

 /% ,mean


 /% ,mean


 /% ,mean


 /% 

U 0.000 3 2.799 2 0.002 6 7.970 6 

θ 0.010 9 1.107 9 0.061 2 2.525 7 

P 0.041 9 0.664 2 0.135 9 1.841 2 
PCA 

Q 0.040 9 2.219 7 0.182 0 7.018 0 

U 0.003 7 3.094 7 0.015 2 5.864 3 

θ 0.261 0 1.976 0 0.406 7 5.797 2 

P 2.544 7 2.993 3 2.916 9 5.754 9 

Cholesky 

分解  

Q 1.741 5 2.489 0 1.898 6 7.297 4 

可见，两种方法计算精度相当，PCA 略高，验

证了 PCA 方法的有效性。采用 Cholesky 分解时计

算耗时大约为 14.86 s，采用 PCA 时大约为 15.13 s， 

Cholesky 分解计算速度上略有优势。 

再设： 

L

1 0.6 0.2 0.4 0.1 0.5

0.6 1 0.7 0.1 0.2 0.8

0.2 0.7 1 0.5 0.4 0.3

0.4 0.1 0.5 1 0.6 0.2

0.1 0.2 0.4 0.6 1 0.2

0.5 0.8 0.3 0.2 0.2 1

 
 
 
 

   
 
 
 
  

      (18) 

综合式(14)和式(18)，系统输入变量的相关系数

矩阵 X
 为非正定矩阵，采用 Cholesky 分解的 3PEM

无法处理这种情形，因而无法与 PCA-CF-3PEM 进

行比较。 

表 2 列出新能源渗透率为 23.573%时 PCA-CF- 

3PEM 求得的输出变量 
 的平均值 ,mean


 、最小值

,min

 和最大值 ,max


 。可见，各输出变量最大相对

误差 ,max

 小于 10.42%，PCA-CF-3PEM 的计算精度

能满足工程应用要求。 

图 2 和图 3 分别给出两种方法计算所得节点

39 电压幅值及相角、支路 37-39 有功及无功的

PDF 和 CDF 曲线。虽然节点 39 和支路 37-39 在

新能源发电并网点附近，概率统计特性受新能源

出力影响较大，PCA-CF-3PEM 依然较为准确地做

出了评估。 

表 2 渗透率为 23.573%时输出变量的相对误差指标 

Table 2 Outputs’ relative error indices when new  

energy penetration is 23.573% 

,mean

 /% ,min


 /% ,max


 /% 

输出  
μ σ μ σ μ σ 

U 0.000 3 2.844 1 1.1e9 0.000 7 0.002 3 10.415 1 

θ 0.011 2 1.155 8 0.004 5 0.495 1 0.032 1 2.443 7 

P 0.042 6 0.676 7 5.6e12 0.002 4 2.334 8 3.651 9 

Q 0.041 9 2.244 5 1.4e11 0.001 9 0.739 1 8.347 6 

 
图 2 输出变量的概率密度曲线 

Fig. 2 Probability density curves of outputs 

 

图 3 输出变量的累积分布曲线 

Fig. 3 Cumulative distribution curves of outputs 

表 3 给出不同新能源渗透率下各输出变量的

相对误差平均值 ,mean

 。可见，新能源渗透率达到
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75.436%时， ,mean

 的最大值也不超过 10.95%，算

法能适应高比例新能源并网系统的 PLF 分析。表

4 给出不同新能源渗透率下，PCA-CF-3PEM 和

MCSM 的计算耗时比较。可见，PCA-CF-3PEM 具

有很高的加速比。 

表 3 不同新能源渗透率下相对误差平均值 

Table 3 Relative error mean value under different 

 new energy penetrations 

指标 /% 23.573% 47.147% 56.577% 66.006% 75.436% 

U
μ,mean  0.000 3 0.001 5 0.002 2 0.002 8 0.004 3 

U
σ,mean  2.844 1 5.359 0 7.308 0 9.961 8 10.937 3 

θ
μ,mean  0.011 2 0.037 3 0.050 8 0.06 0.089 3 

θ
σ,mean  1.155 8 1.717 8 1.986 3 2.064 0 2.868 5 

P
μ,mean  0.042 6 0.096 3 0.116 3 0.094 3 0.175 4 

P
σ,mean  0.676 7 1.290 7 1.555 2 1.725 9 2.387 5 

Q
μ,mean  0.041 9 0.125 8 0.150 9 0.197 5 3.591 8 

Q
σ,mean  2.244 5 4.979 6 6.382 7 9.040 9 10.528 6 

表 4 算法耗时比较 

Table 4 Comparison of time-consumption 

渗透率  MCSM PCA-CF-3PEM 

23.573% 111.961 3 13.423 0 

47.147% 107.617 2 14.809 0 

56.577% 112.469 3 14.687 9 

66.006% 110.399 6 17.406 1 

75.436% 118.230 1 14.429 1 

以上结果表明 PCA-CF-3PEM 计算效率高，计

算精度能满足工程应用要求，能处理相关系数矩阵

正定或非正定情形下的 PLF 计算。 

4   结论 

本文将 3PEM 与 PCA 及 Cornish-Fisher 级数展

开相结合，提出一种改进的概率潮流点估计方法

PCA-CF-3PEM，具有如下特点： 

1) 采用 PCA 方法对输入变量的相关系数矩阵

进行处理，扩展了 3PEM 的应用范围；结合半不

变量理论与 Cornish-Fisher 级数展开，能较准确拟合

非正态分布变量的概率分布。 

2) 计算高效，精度能满足工程应用要求，能适

应新能源发电高渗透电力系统的快速概率潮流分析。 
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