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摘要：引入图谱理论从数学角度建立了电力系统网络拓扑图的有效电阻矩阵，并基于有效电阻矩阵提出了节点耦

合关键度指标。通过对节点耦合关键度累积概率分布进行分析，验证了电力系统的无标度特性，进而将节点耦合

关键度用于电力系统关键节点的识别。该指标不仅满足基尔霍夫定律，也能表明节点相角与节点功率的定量关系，

其物理意义更加符合实际电力系统。另外，通过容量生存率、负荷生存率、线路生存率和综合生存率 4 个指标来

描述节点发生全失故障对电力系统造成的影响。最后，对 IEEE-39 节点算例的仿真验证表明，基于有效电阻矩阵

得到的节点耦合关键度指标对处于系统拓扑结构中关键位置的节点有一定识别作用，能为电力系统的安全稳定运

行提供指导。 
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Abstract: The spectral graph theory is introduced to establish the effective resistance matrix of power system network 

topology from the mathematical point of view, and the index of nodal coupling degree is put forward based on the 

effective resistance matrix. By analyzing the cumulative probability distribution of node coupling degree, the scale-free 

characteristic of power system is verified. Then the index is applied to identification of the key nodes in actual power 

system. The index not only satisfies the Kirchhoff's law, but also can show the quantitative relationship between nodal 

phase angle and nodal power, meanwhile, its physical meaning is more consistent with actual power system. In addition, 

the capacity survivability index, load survivability index, line survivability index and synthetical survivability index are 

adopted to describe the effects of failure of the nodes on power system. Finally, the simulation verification of IEEE-39 bus 

system is done, which shows that the index of nodal coupling degree has a certain recognition to the nodes in the key 

position of the system topology, so it can provide guidance for the safe and stable operation of actual power system. 

This work is supported by Power System Planning Subject of Power Dispatch and Control Center of Guangdong 

Power Grid Co., Ltd. (No. 036000QQ00150002). 

Key words: power system; key nodes; nodal coupling degree; spectral graph theory; Laplacian matrix 

0  引言 

随着智能电网在电力系统各领域不断完善和投

入使用，电力系统的复杂性不断提高。同时，电力

市场不断融入电力系统，也给电力系统的安全稳定 

 

基金项目：广东电网有限责任公司电力调度控制中心电力系

统规划专题(036000QQ00150002) 

运行带来了巨大挑战。因此，维持电力系统安全稳

定运行已经不能再单纯依靠电力系统安全评估[1]。

而关键环节的辨识为维护系统安全稳定运行提供了

新思路，通过对关键环节进行重点保护，可以有效

降低网络运行风险，提高网络的抗毁性[2-3]。 

目前，电力系统普遍采用图论和复杂网络理论

对网络特征进行分析，通过对网络拓扑结构的研究

来分析电力系统的故障传播机理。研究表明，电力



栗 然，等   基于图谱理论的电力系统关键节点识别方法                       - 15 - 

系统具有小世界网络的明显特征[4-6]，网络中的 Hub

节点(或线路)故障后对系统故障的扩散有推波助澜

的作用。因此，寻找对系统稳定运行影响较大的节

点(或线路)具有重要意义。介数[7-8]、度[9]等复杂网

络理论中的基本指标被率先运用于电力系统关键环

节的识别中，并通过这些指标对系统连锁故障发展

过程进行分析；文献[10]采用主客观权重系数对复

杂网络理论中的传统识别指标加权得到节点的综合

判别指标。但直接运用上述指标未能将电力系统的

拓扑结构和其电气特征有效结合，更重要的是没有

结合基尔霍夫定律。针对这些问题，文献[11]基于

电路方程提出了电气介数，并将其运用于关键线路

识别；文献[12]综合考虑网络拓扑结构和系统运行

状态，提出了综合介数指标并应用于关键线路识别；

文献[13]认为线路电压等级是线路关键性的重要考

量指标，提出了采用电压求和作为节点度对网络拓

扑熵进行加权的方法；文献[14]引入熵理论，提出

了熵度的概念，并用于识别线路关键程度的指标中；

文献[15]基于潮流追踪算法，引入 PageRank 算法，

建立了节点重要度评价模型，使识别结果更加具有

说服力。 

上述文献提出的指标或模型结合了部分电气

量，所得结果也能在一定程度上反映线路或节点在

网络中的重要程度，但仅依靠网络传输线的连接情

况建立网络拓扑模型，不能有效反映出网络的耦合

程度 [16]。文献 [16]从电气学的角度出发，根据

Thevenin 等效定理构建了新的网络拓扑模型，并根

据度的概念提出了电气耦合连接度，证明了电力网

络具有异质性。但文中所提指标也只是结合了系统

阻抗矩阵的相关信息，且缺乏相应的数学基础，所

得结果有待进一步验证。 

本文将图谱理论应用于电力系统关键节点识

别，从网络拓扑结构入手，依据数学理论推导得到

系统的拉普拉斯矩阵，通过对拉普拉斯矩阵进行谱

分解，得到了系统的有效电阻矩阵，并基于有效电

阻矩阵定义了节点的耦合关键度指标，该指标有效

结合了系统支路阻抗的相关信息，同时融合了节点

相角与功率的定量关系，能够很好地切合电力系统

的运行背景。此外，通过对节点耦合关键度累积概

率分布进行分析，验证了电力系统的无标度特性。

最后，对 IEEE-39 节点进行仿真和分析，验证了本

文所提方法的合理性。 

1   有效电阻 

1.1 图谱理论 

图谱理论是代数图论的重要研究方向，将图论

与矩阵理论组合起来，通过研究图的表示矩阵，如

邻接矩阵、拉普拉斯矩阵等来构建图的拓扑结构，

然后运用矩阵理论来研究网络拓扑结构的表示矩

阵，从而得到网络拓扑结构的深层属性[17]。在复杂

网络理论研究中，也有大量运用图谱理论研究复杂

网络模型的先例，例如对 ER 模型、WS 小世界网

络模型等谱半径的研究等[18]，图谱理论为运用图论

分析复杂网络提供了新方法。 

1.2 电力网络的拉普拉斯矩阵 

拉普拉斯矩阵是图谱理论中描述拓扑图特征的

重要形式，根据图论中的邻接矩阵和直流潮流计算

公式得到节点 i 的注入功率为 

1 1

=
N N

i i ij ij ij ij j
j j

P a b a b 
 

             (1) 

式中： iP 表示节点 i 的注入功率； ijb 表示节点 i 和 j

之间电抗的倒数； ija 表示邻接矩阵中第 i 行第 j 列

的元素； i 和 j 分别表示节点 i 和 j 的相角； N 表

示系统中节点总数。 

进而，电力系统各节点注入功率可由式(1)得到

如式(2)的计算公式。 

 
1

diag
N

ij
j

w


   
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式中： ij ij ijw a b ；  
Τ

1   NP P P 为各节点注入功

率相量；  
T

1   N  θ 为各节点的相角相量。从

而引入了拉普拉斯矩阵  -Q D W ，根据上式，可

以得到拉普拉斯矩阵计算方式为 

1

     

     

ij

N

ij
j

w i j

w i j


 


 





Q              (3) 

从式(3)中可以看出，系统拉普拉斯矩阵 Q是实

对称矩阵，同时该矩阵的特征值非负[19]。由于该矩

阵的最小特征值为 0，因此，该矩阵不存在逆矩阵。

但根据矩阵理论的相关知识，任何一个实对称矩阵

必存在正交矩阵可以将其对角化，而对角矩阵恰好

是实对称矩阵的特征值，因此，拉普拉斯矩阵 Q可

以写成式(4)。 
T=Q XΛX                 (4) 

式中：X 是正交矩阵；Λ为由 Q的特征值组成的对

角矩阵。假设   1 2=   NX x x x ，  =diag iΛ ，则 nx

为拉普拉斯矩阵 Q特征值 n 对应的特征向量，且若

将特征值按照从大到小即 1 2 =0N     的顺

序排列，同时将特征向量 ix 进行归一化即 T 1i i x x ，
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则式(4)可以写成 
1

T T T

1 1

1
T

1

= =

   

N N

i i i i i i N N N
i i
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i i i
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式(5)中，由于 0Nμ  ，故略去最后一项。 

对式(5)中 Q进行求逆矩阵运算，得到 
11 1

1 T T

1 1

1
=

N N

i i i i i
i i i




 
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 
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式中， Q 为拉普拉斯矩阵 Q的广义逆矩阵。 

1.3 有效电阻矩阵 

将式(2)中左右两端同时左乘拉普拉斯逆广义

矩阵，则得到式(7)。 

 1 N
       +θ Q P Q Q P          (7) 

式中， Q 为拉普拉斯矩阵 Q的广义逆矩阵，其中

 
T

1 11 12
       Q Q Q 。 

引入拉普拉斯广义逆矩阵之后，采用直流潮流

计算时，某条支路 i-j 通过的潮流表达式可以写为 

i j ij ijω P                (8) 

式中： i 、 j 分别表示节点 i 和节点 j 的相角； ijP

表示支路 i-j 上的有功功率； ij 则被定义为节点 i 与

节点 j 之间的有效电阻[19]。 

式(8)可以进一步写成矩阵形式为 

     
T T

i j i j ij i jP   e e θ e e Q e e     (9) 

式中， ie 表示第 i 个元素为 1，其余元素为 0。 

对于给定线路 i-j， ijP 为常量，则将 ijω 采用广

义逆矩阵 Q 表示，则可以得到式(10)。 

   
T

ij i j i j   e e Q e e          (10) 

将式(10)右侧展开，得到式(11)。 

     2ij
ii jj ij

       Q Q Q        (11) 

则得到系统的有效电阻矩阵为[19] 
T T    2Ω zu uz Q           (12) 

式中： Ω 表示系统的有效电阻矩阵；向量

     
T

11 22
    

NN

   
 
  z Q Q Q ；u为元素全为 1

的列向量。 

1.4 基于有效电阻矩阵的节点耦合度 

易证有效电阻矩阵是主对角线元素为 0 的对称

矩阵，即有效电阻矩阵中不含自电阻，这一点与节

点阻抗(导纳)矩阵不同。基于此，本文提出节点 i 的

耦合关键度为 

1

1
i

i

NCD 
Ω

               (13) 

式中，
1iΩ 表示Ω第 i 行的向量 1-范数。该指标可

以判断节点 i 与网络中其他节点的耦合程度，其值

越小表明该节点与其他节点耦合程度越高，其故障

后对系统影响越大，属于网络中的关键节点。 

2   基于有效电阻矩阵构建电气结构网络特性

分析及其物理意义 

目前，复杂网络理论中比较完善、成型的网络

模型大体分为规则网络、随机网络、WS 网络及 BA

网络。但电力系统网络模型的特性仍然存在争论，

本文采用累积分布函数法[16]验证采用有效电阻矩

阵建立的电力系统网络模型的无标度特性。 

根据本文提出的节点耦合度对 IEEE 部分算例

进行分析得到的累计概率分布如图 1 所示。从图 1

中各标准算例的累计概率分布图中可以看出，节点

耦合关键度的概率分布呈现幂律特性，即

   i i
p NCD NCD


 。限于篇幅，本文将在表 1 中

给出各 IEEE 算例中幂律关系的幂指数的值。 
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图 1 IEEE 系统耦合度累计概率分布图 

Fig. 1 Cumulative probability distribution function  

for the IEEE nodal coupling degree 

表 1 IEEE 系统中节点耦合度分布特性 

Table 1 Distributed characteristic of nodal coupling  

degree in the IEEE systems 

算例 γ 算例 γ 

IEEE39 9.23 2383wp 11.88 

IEEE57 6.32 2736sp 14.00 

RTS79 13.18 3012wp 12.28 

IEEE118 9.00 3375wp 13.83 

IEEE300 13.00 — — 

可见，根据本文方法建立的电力系统模型，从

复杂网络的角度可以证明为无标度网络，无标度网

络的显著特征就是鲁棒且脆弱，少数的 Hub 节点就

可认为是系统中的关键节点。 

1.2 节在直流潮流中引入邻接矩阵，建立了描述

电力系统的拉普拉斯矩阵，然后根据拉普拉斯矩阵

得到了系统的有效电阻矩阵，根据该矩阵可以重新

构建网络模型，该网络模型在潮流传输中满足基尔

霍夫定律，同时拉普拉斯逆矩阵中包含了节点相角

与节点注入功率的关系，其物理意义更加贴合电力

系统的实际。 

另外，电力系统一般满足 N-1 准则[20]。为了保

证可靠供电，一般情况下，任意两节点之间都存在

不止一条路径，多条输电路径的存在也使得任意两

节点之间的有效电阻减小[19]。因此，有效电阻矩阵

中的元素 ijω 越小，节点 i 和节点 j 的耦合性程度越

高，系统越稳定。故若节点与系统中其他节点的总

有效电阻越小，则表明该节点与系统的联系越紧密，

节点故障或全失之后对系统造成的影响越大。 

3   网络生存性指标 

为了验证方法的合理性，通常要采用合理的指

标进行验证。参考文献[21]根据多年运行经验提出

了考察连锁故障对系统影响严重度的指标，本文亦

采用该文献中所提到的容量生存率、线路生存率两

种指标来考察前文所提关键节点识别方法的合理

性。此外，用户作为电力系统的重要组成部分，其

停电比例也可考察故障对电力系统供电情况的影

响，因此，本文引入负荷生存率来表示系统的停电

严重度。考虑到节点故障后可能并非对三个指标影

响都较大，因此，本文提出了综合生存率指标用于

判断节点故障之后对系统的综合影响程度。 

3.1 容量生存率 

系统的容量生存率指在故障之后的稳定运行状

态的系统中，仍然在运行状态的线路总容量占线路

原有容量的比例。显然，故障之后的系统容量越大，

再次发生故障之后发生连锁故障的可能性越小。容

量生存性具体计算公式如式(14)
[21]。 

1

1

=

L

i
i

L

j
j

C

CS

C










              (14) 

式中：CS 表示系统容量生存率； L 表示故障前系

统中线路总数； L表示故障后正常运行的线路总

数； iC 和 jC 分别表示线路 i 和线路 j 的线路容量。 

3.2 负荷生存率 

用户是电力系统的重要组成部分，随着用户在

电力系统中的地位越来越高，系统应尽量保证用户

的正常用电需求，但在特殊情况下，也必须通过切

负荷措施来保证系统稳定运行。负荷生存率指的是

故障之后，通过一系列措施使系统恢复稳定时，在

稳定情况下所能提供给用户的电能占故障前系统总

负荷的比例。而故障之后用户继续保持供电比例最
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能体现电力系统的服务质量，因此，本文中将负荷

生存率DS 作为主要观测指标，如式(15)。 
p

p

,loss
=1

1

=1

N

i
i

N

j
j

P

DS

P











             (15) 

式中：DS 表示系统负荷生存率； pN 表示故障前负

荷节点总数； pN 表示故障后仍有功率输出的节点数

目； jP 表示故障前负荷节点 j 的负荷功率； ,lossiP 表

示故障后负荷节点 i 损失的负荷功率。 

3.3 线路生存率 

线路生存率指的是故障后满足所有安全运行条

件的线路总数占原有线路总数的比例。在本文中，

线路生存率可以校验节点全失之后系统是否会发生

连锁故障，若节点连接线路不多，但全失之后系统

线路生存率不高，表明系统发生连锁故障。线路生

存率可由式(16)计算[21]。 

L
LS

L


                 (16) 

式中： LS 表示线路生存率； L表示故障后仍生存

的线路； L表示正常运行时线路的总数。 

3.4 综合生存率 

本文引入了容量生存率、负荷损失率和线路生

存率三个指标，但是节点在故障之后可能仅对其中

一个或两个指标影响大，对其他指标的影响较小，

因此，基于上述三个指标，进一步提出了综合指标，

即按照一定比例将上述三个指标加权得到，具体计

算方法如式(17)。 
SYN CS DS LS                (17) 

式中：SYN 表示综合生存率指标； 、 、为容

量生存率、负荷生存率和线路生存率三个指标所占

权重，且满足 1  。为了简便，本文这里

取 20. 、 50. 、 30. ，其值也可采用权重

确定方法进行权重确定。 

4   基于有效电阻的节点耦合关键度关键节点

识别流程 

首先，对本文在仿真时所用到的假设及相关问

题进行简单说明： 

1) 由于 IEEE 标准算例中，线路容量设置参数

较大，造成系统正常运行时线路潮流远远小于线路容

量，因此，本文对线路容量进行修改，假设线路容量

与基态潮流成比例，即假设 ,basei iC P ，其中 ,baseiP

表示系统正常运行时线路 i 上的基态潮流，且 1  。 

2) 本文故障设置为变电站全失故障，也可认为

在系统运行过程中，与该变电站相连接的线路全部

断开。 

3) 由于变电站全失在电力系统中属较大故障，

会引起大量潮流转移，易造成大停电事故[22]，因此，

本文考虑了因节点全失造成的连锁故障引起的线路

断线。同时，本文假设线路过载后断路器立刻动作

切除线路；此外，本文不计及自动重合闸装置。 

根据上述假设，本文可根据图 2 所示流程进行

计算。 

 

图 2 本文方法的识别流程图 

Fig. 2 Flow chart of the presented method 

5   算例分析 

IEEE-39 节点系统网络拓扑图如图 3 所示，系

统中共包含 19 个负荷节点、46 条输电线路和 10 台

发电机[10]。 

表 2 为采用本文所提方法进行关键节点识别部

分结果与已有的电力系统电气耦合度[16]识别的结

果对比，其中 eD 表示电气耦合度。 

由表 2 看出，根据本文所提方法得到的部分结

果与文献[16]得到的部分结果(仅列出 4 个)一致，说

明了本文所提方法的合理性。同时本文方法具有严

格的数学基础，从直流潮流计算公式入手，得到了

系统有效电阻矩阵，然后通过矩阵谱分解理论得到

系统的有效电阻矩阵。此外，本文给出了有效电阻
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矩阵的向量计算方法，当系统出现变电站全停故障

时再计算故障后的有效电阻矩阵也十分方便，只需

要将矩阵u中对应位置的元素修改为 0 即可。 

 

图 3 IEEE-39 节点系统拓扑图 

Fig. 3 Topology of IEEE-39 bus system 

表 2 IEEE-39 节点系统关键节点排名对比 

Table 2 Comparison of key nodes ranking in IEEE-39 bus 

system 

节点编号 NCD 排名 节点编号 De 排名 

16 0.805 1 16 0.795 0 1 

17 0.794 2 17 0.787 3 2 

18 0.748 6 18 0.760 4 6 

24 0.703 10 24 0.748 6 10 

表 3 为采用本文方法计算得到的 39 节点系统

排名前 10 位的结果。 

表 3 IEEE-39 节点系统关键节点排名 

Table 3 Key nodes ranking in IEEE-39 bus system 

节点编号 NCD 排名 节点编号 NCD 排名 

16 0.805 1 18 0.748 6 

17 0.794 2 15 0.740 7 

3 0.766 3 5 0.715 8 

4 0.756 4 6 0.711 9 

14 0.750 5 24 0.703 10 

对采用本文方法排名前 4 位的关键节点进行仿

真计算，得到的容量生存性、负荷生存性、线路生

存性及综合生存性随线路容量裕度因子变化情况如

图 4—图 7。 

由图 4—图 6 变化情况可知，容量生存性、负

荷生存性和线路生存性指标都随着线路容量裕度

的增加而增加。显然，由于线路容量增加，节点故

障之后，被迫转移分配到其余线路的功率引起线路

发生连锁故障的可能性降低。但从图中也可以看出，

当容量裕度增加到一定程度时，三种指标均不再

变化，此时线路容量已经不再是制约系统功率的主

要因素，即线路上转移功率已不足以使线路断开，

发电机所发出的功率都被传输到相应的负荷节点，

此时，发电机所能输出功率成为制约负荷正常运行

的主要因素，这也可由图 5 中负荷生存率的变化曲

线得到证明，容量裕度增加，系统负荷生存率逐渐

增加，但当增加到一定程度时，负荷生存率维持在

一稳定值不再变化，出现这种现象可能的原因为：

一是故障节点为负荷节点，其自身包含一定量的负

荷；二是系统中部分发电机停机或已到出力极限，

被迫切掉系统中部分负荷。此外，对于固定线路容

量裕度，显然越小，负荷损失量越大，线路和

系统容量越小，因此，选择合适的线路容量裕度对

于系统的安全稳定运行也有极其重要的作用。 

 

图 4 容量生存性 

Fig. 4 Capacity survivability index of system 

 

图 5 负荷生存性 

Fig. 5 Load survivability index of system 
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图 6 线路生存性 

Fig. 6 Line survivability index of system 

 

图 7 综合生存性 

Fig. 7 Synthetical survivability index of system 

图 7 是采用式(9)计算得到的综合生存性指标，

综合图 4—图 7 可以看出，节点 16 故障会给系统带

来巨大损失，即使在系统线路容量很大的情况下，

各方面指标也不足 90%，其中负荷生存率更是低于

70%。由图 3 可见，节点 16 故障后，发电机 33、

34 输出功率的唯一路径线路 16-19 断开，而同时断

开的线路有 16-21、16-24，系统发生解列。对于节

点 17、节点 3、节点 4 故障，虽然系统未发生解列，

但是这 3 个节点在网络中均起到缩小功率传输路径

的作用，在网络中具有较大的耦合程度。可见本文

方法对于系统中具有关键性地位的节点有一定的识

别能力。 

图 8 为线路容量裕度因子 γ=1.5 时系统各种指

标的生存率。由图 3 可知，排名前 10 位的节点具有

一个共同点：都处于网络拓扑结构的中心位置，若 

这些节点故障退出运行会影响到系统中重要输电通

道，进而影响到系统的稳定性。这也由图 8 中各节

点故障后系统生存性指标得到了验证，排名前 10

位节点故障之后系统综合生存率基本(除节点 15外)

在 70%以下，而节点 15 故障后综合生存率也不足

80%，这说明本文方法对关键节点的识别有一定适

用性。仿真结果也说明了少数节点在电力系统运行

中起着重要的作用，侧面印证了电力系统具有无标

度网络特性。 

 

图 8 γ=1.5 时系统生存率 

Fig. 8 System survivability index when γ=1.5 

6   结论 

本文将图谱理论引入到直流潮流中，从数学角

度得到描述电力系统网络拓扑结构的有效电阻矩

阵。该矩阵克服了传统关键节点识别方法不能有效

满足基尔霍夫定律的不足，不仅包含了线路阻抗的

相关信息，还能体现出系统节点注入功率与节点相

角的定量关系，其物理背景更加切合实际电力系统。

之后，根据有效电阻矩阵提出了节点耦合关键度，

并验证了系统的无标度网络特性。 

通过对 IEEE-39 节点系统进行算例仿真验证，

证明了根据有效电阻矩阵得到的各节点的耦合关键

度能够有效识别拓扑位置关键的节点，而这些节点

并非一定属于传统复杂网络理论识别的节点，对于

预防电力系统事故具有指导作用。此外，本文的仿

真结果也表明，选择合适的线路容量能够有效避免

系统故障后引发的连锁故障，从而保证系统的稳定

运行。 

最后，本文方法对于识别处于系统边缘却对系

统安全运行有重要影响的节点略显不足，因此，如

何有效识别此类节点将是下一步的研究方向。 
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