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摘要：作为典型的具有热存储特性负荷，温控负荷具有参与电力系统有功调度与控制的潜能。为了便于分析和控

制，提出了一种温控负荷群 Fokker-Planck方程聚合模型的数值拉普拉斯反变换求解方法。分别介绍了温控负荷的

单个个体的物理模型和Fokker-Planck方程聚合模型，在此基础上，采用数值拉普拉斯反变换法对Fokker-Planck 方

程聚合模型进行求解。通过算例仿真验证了温控负荷群 Fokker-Planck 方程聚合模型的数值拉普拉斯反变换解的有

效性。对温控负荷进行分散式控制，根据频率调整设定温度，改变其功率需求。把用数值拉普拉斯反变换求解后

的温控负荷聚合模型结合到电力系统频率控制模型中，进行频率响应分析。通过对 3 机 9 节点系统仿真，验证了

该模型结合到电力系统频率仿真模型中控制效果的有效性。 
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Abstract: As the typical load with thermal energy storage property, thermostatically controlled loads possess the potential 

to actively participate in active power dispatch and control for power system. In order to facilitate the analysis and control, 

a numerical inverse Laplace transform solving method of thermostatically controlled load group’s Fokker-Planck equation 

aggregation  model  is  proposed.  The  single  model  and  Fokker-Planck  equation  aggregation  model  for  thermostatically 

controlled  loads  are  introduced  respectively,  and  the  aggregation model’s  numerical  inverse  Laplace  transform  solving 

method  is  proposed.  Simulation  results  verify  the  effectiveness  of  the  proposed  numerical  inverse  Laplace  transform 

solving method. A decentralized control scheme is applied  to controllable  load, which adjusts  its setting  temperature  to 

regulate its power demand according to frequency measurement signal. The numerical inverse Laplace transform solving 

model  is  integrated  into  frequency  control model of  3 machine 9 bus power  system, verifying  the  effectiveness of  the 

frequency control effects. 

This work is supported by National Natural Science Foundation of China (No. 51507094). 

Key words: thermostatically controlled load; Fokker-Planck equation; load group’s aggregation model; numerical inverse 

Laplace transform; frequency control 

0  引言 

实时保持发电功率和电力负荷之间的平衡关系 

 

基金项目：国家自然科学基金资助项目(51507094) 

是电力系统运行的基本要求之一[1-5]。传统上采用发

电跟踪负荷的方式满足功率平衡，负荷为被动的物

理终端，只有控制发电机组出力难以维持功率平衡

或需要付出太高的代价时，才考虑切负荷措施(如低

频减载、低压减载和可中断负荷控制等)[6-10]。传统
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切负荷方法受通信和信息测量系统的限制，一般到

变电站馈线级别，不区分所切除馈线上负荷的种类

和重要性，停电后的社会负面影响较大，越来越难

以满足电力用户对供电服务质量的要求[11-12]。 

近些年，能源短缺和环境污染之间日益突出的

矛盾使电力系统发电构成发生变化，出力具有随机

性和波动性的间歇式可再生能源发电(如风力发电

和太阳能发电等)机组、运行在负荷曲线基底部分的

核电机组以及大容量、超临界的燃煤机组在系统中

的占比不断增加，发电侧灵活调节出力的能力逐渐

减弱。与此同时，高速、双向、实时和集成的通信

网络像电网一样深入用户，电网和通信网络联系越

发紧密，用户与电网之间的通信水平得到很大提升，

通信成本得到有效降低，负荷的可控性增强，选择

特定类型的负荷进行主动控制成为可能。因此，传

统的调度控制方式应该作出改变，源-网-荷互动运

行与控制成为发展方向[13]。电力系统中存在大量具

有能量(热能、化学能和电能等)存储特性的负荷，

如空调、冰箱、热水器、热泵、电解铝和电动汽车

等，短时间控制不会对用户用电产生明显的负面作

用，具有主动参与电力系统调度控制的潜能[14-18]，

本文以具有热存储特性的温控负荷作为可控负荷的

例子进行研究。 

建立精确且实用的负荷群模型是研究温控负荷

参与电力系统调度与控制的基础。蒙特卡洛模拟法

是目前文献中分析温控负荷群运行特性时普遍采用

的方法，该方法精确度较高，但一次抽样结果无法

反映负荷群的概率运行状态，多次抽样求得数学期

望，能够得到负荷群的概率运行状态，但运算量加

大，给分析带来困难，而且负荷群的蒙特卡洛模型

复杂，难以结合到电力系统的调度控制模型中[19]。

当前文献中用于控制的负荷群模型主要包括

ARMAX 模型、状态空间模型、状态队列模型、马

尔可夫链模型和双线性偏微分方程模型等[20-22]，文

献的作者们在上述负荷群模型的基础设计了各种负

荷群跟踪功率目标曲线的控制策略，能达到很好的

控制效果。目前，另一被普遍认可的负荷群精确模

型为温控负荷群 Fokker-Planck 方程形式的聚合模

型[23]，Fokker-Planck 方程为基于蒙特卡洛模拟法多

次抽样的数学期望，但没有发现文献给出其求解方

法，因此无法将其结合到电力系统有功调度和模型

中，本文旨在给出一种 Fokker-Planck 方程的求解方

法，并将其纳入到有功控制模型中。 

本文在分析温控负荷单个个体物理模型和温控

负荷群体 Fokker-Planck 方程聚合模型的基础上，给

出了聚合模型的数值拉普拉斯反变换求解方法。通

过算例仿真验证了该求解方法以及将其纳入到电力

系统频率仿真模型中的有效性。 

1   温控负荷群的 Fokker-Planck 方程模型 

1.1 单个温控负荷的物理模型 

本文以空调作为温控负荷的例子进行分析，采

用热力学一阶模型作为负荷的单个个体模型，模型

中计及了随机因素(例如人数的增减、门窗的开关和

室内其他物体散发的热量等)的影响[24]，可用维纳过

程表示，模型具体如式(1)所示。 

  e
od d d t

s PK
x x x t v

C C

 
    
 

            (1) 

式中：x 为室内温度；xo 为室外温度；C 为房间热

容；K 为房间热导；Pe为空调电功率；s为空调的工

作模式，s 取值为“1”和“-1”分别表示空调处于

制热和制冷状态；表示能效比(COP)，空调的热功

率可以表示为 Ph=sPe；vt为维纳过程，方差为 2 ；

t 为时间。 

空调房间内温度在温度上限和下限之间周期

变化，当其为制冷运行状态，当控制温度到达温度

上限时开启制冷，到达温度下限时停止制冷。空调

电功率受控制的开关状态影响，如式(2)所示。 

e NP mP                               (2) 

式中：PN为空调的额定功率；m 为空调的受控开关

状态，取值为 0 和 1 时分别表示空调处于关和开运

行状态。 

控制器状态的变化受设定温度 xset和死区大小

的影响，如式(3)所示。 

 

 

se

set

1 t

1 0
2

0 0
2

 

n

n

s
s x x

s
m t s x x

m t






   
     
  

    
      

  




其他

        (3) 

1.2 温控负荷群聚合模型 

假设负荷群中每个个体具有相同的热力学模

型参数，Malhamé 和 Chong 证明了可以采用耦合的

Fokker-Planck 方程(Coupled  Fokker-Planck  Equations, 

CFPEs)描述负荷群的动态变化[23]，如式(4)和式(5)

所示。 

  22
1 11 1

22

F x ff f

t x x

 
 
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                    (4) 
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                  (5) 
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式中：f1(x,t)和 f0(x,t)分别为在温度 x、时间 t 时的负

荷群处于开和关状态的概率密度；F1(x)和 F0(x)分别

为关状态和开状态下室内温度的负梯度，表达式分

别如式(6)和式(7)所示。 

    N
1 o

PK
F x x x

C C


                     (6) 

   0 o

K
F x x x

C
                          (7) 

把温度区间(-∞, +∞)划分为 3 部分，区间 a：(-∞, 

x)、区间 b：[x, x+]和区间 c：[x+, +∞]，其中，x= xset-

为温度下限，x+= xset+为温度上限。满足式(8)—

式(11)所示的边界条件。 

绝对边界条件： 

   1b 0b, , 0f x t f x t                     (8) 

无穷远处边界条件： 

   0a 1c, , 0f t f t                      (9) 

连续边界条件： 

   0a 0b, ,f x t f x t                      (10) 

   1b 1c, ,f x t f x t                       (11) 

满足整个时间范围内负荷群中空调个体总数

不变的守恒条件： 
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由于概率守恒，各部分的概率密度总和是恒定

的，如式(14)所示。 
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将初始的总概率密度设成 1，则聚合功率如式

(15)所示。 

    ac NP t m t N P                           (15) 

式中：  m t 为开状态空调所占比例，表达式如式(16)

所示；Nac为总空调数量。 

     1b 1c, d , d
x x

x x

m t f x t x f x t x
 

 
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CFPEs 是被普遍认可的负荷群精确模型，但其

求解是个难题，目前为止未发现其解析解，需要利

用合适的数值求解方法对其进行求解。 

2   基于数值拉普拉斯反变换的负荷群聚合

模型求解 

负荷群的动态特性可以用开状态下空调负荷所

占比例随时间的变化进行表达。文献[25]中假定室

内温度线性变化，即F1(x)和F0(x)是恒定的，   d /dm t t

的拉普拉斯变换表达式为 
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式中：ton为不计及维纳过程时在开运行状态下室内

温度从 x+到 x所用的时间，如式(18)所示；toff是不

计及维纳过程时在关运行状态下室内温度从 x到 x+

所用的时间，如式(19)所示。 
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文献[24]给出了拉普拉斯表达式为 
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(20) 

式中，2(s)和2(s)是中间量，如式(21)和(22)所示。 
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在拉普拉斯变换的表达式(20)中，令 A 和 B 分

别如式(23)和式(24)所示。 
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A 和 B 独立于初始负荷群的分布，两者的拉普

拉斯反变换是一个非凡的数学问题[25]，使用数值拉

普拉斯反变换建立  m t 和初始分布的关系，便得到

了模型的解。为了便于进行数值反拉普拉斯变换，

将式(20)转换其等价形式，如式(25)所示。 
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式(25)为拉普拉斯变换基本表达式(26)—式(29)

的组合。 
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式中：a1、a2和 a3为实数，并且 a2为正数；G1(s)、

G2(s)和 G3(s)是 g1(t)、g2(t)和 g3(t)的拉普拉斯变换形

式，并且满足 G1(s)G2(s)= G3(s)。 

数值反拉普拉斯变换后，  d /dm t t 表达形式如

式(30)所示。 
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式中，TH0 和 TH1 分别是 A 和 B 的反变换矩阵。 

令 TR表示梯形积分矩阵，则： 
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可以得到开状态空调负荷占比随时间的变化，

如式(32)所示。 
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式(32)为负荷群 Fokker-Planck 方程聚合模型的

数值拉普拉斯反变换解。 

3   仿真分析 

3.1 聚合模型的数值拉普拉斯反变换求解仿真 

假设有一 10 000 台空调组成的负荷群，空调的

仿真模型采用一阶物理模型，影响空调工作周期的

热导、热容、外界环境温度和空调热功率等参数从

文献[20]中选取，如表1 所示。仿真中设置的时间和

温度步长分别为 1 s 和 0.01 ℃。 

表 1 影响空调工作的参数 

Table 1 Parameters which affect the operating of air conditioner 

空调运行参数  取值 

热导 K  500 W/℃ 

热容 C  3.6×107 J/℃ 

热功率 Ph  1.4×104 W 

COP   2.5 

设定温度 xset  20 ℃ 

控制死区  0.5 ℃ 

室外温度 xo  32 ℃ 

噪声标准差  0.01 ℃·s1/2 

假定负荷群运行到时刻 10 000 s 时，所有空调

均调高 0.2 ℃。分别采用蒙特卡洛模拟法和基于数

值拉普拉斯反变换的聚合模型求解法得到负荷群的

开状态空调负荷占比随时间的变化，如图 1 所示，

其中，图 1(a)、(b)、(c)、(d)分别表示采用蒙特卡洛

法抽样 1 次以及 10、100、1000 次抽样平均时得到

的空调开状态所占比例与基于数值拉普拉斯反变换

求得的聚合模型解的对比。通过对比可以看出，反

拉普拉斯变换结果和蒙特卡洛结果相近，随着蒙特

卡洛抽样次数的增多，抽样的平均越来越接近于反

拉普拉斯变换结果，验证了所提方法的有效性。 
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图 1 反拉普拉斯求解和蒙特卡洛仿真结果对比 

Fig. 1 Comparison of numerical inverse Laplace transform 

solving method and Monte Carlo method 

3.2 计及负荷分散式控制的电力系统频率响应仿真 

采用根据频率偏差大小线性改变空调设定温度

的负荷分散式控制策略。空调正常运行时，空调室

内温度在静态设定温度的上下限之间周期运行。当

系统出现大功率缺额时，频率持续下降，频率偏差

超出设定的死区后，空调控制器根据频率偏差与死

区差值的大小线性调高处于制冷状态空调的设定温

度，空调室内温度变为在动态设定温度的上下限之

间周期运行，相当于减小了空调工作周期的占空比，

减少了功率消耗。反之，当频率升高超出死区后，

空调控制器线性调低空调的设定温度，增加空调的

功率消耗。 

以图 2 所示的 IEEE 算例 3 机 9 节点系统为例，

验证将反拉普拉斯变换求解方法纳入到电力系统频

率仿真模型中的有效性。发电机、负荷和网络参数

参见文献[26]，空调参数在表 1 取值。 

假设系统无故障运行到 10.0 s 时，3 号母线机组

跳闸失去 85 MW 的发电，约占系统总发电的 26.6%。

当空调负荷不参与控制时，故障后，1 号和 3 号母

线发电机组的调速系统动作，增加出力以补偿系统

功率缺额，阻止频率偏离额定值。频率的动态响应

如图 3 中点划线所示，在系统出现大功率缺额后

4.30 s，频率下降到最低值 58.38 Hz。假设 5 号母线

负荷节点含有 60%比例的可控空调负荷参与控制，

考察对空调负荷实施分散式控制时的频率变化，如

图 3 中实线所示，空调负荷参与频率响应后，系统

受扰后的频率波动减小，最低值为 59.32 Hz。 

 
图 2 3 机 9 节点系统结构图 

Fig. 2 3-machine 9-bus system 

 

图 3 含可控负荷与不含可控负荷时频率变化对比 

Fig. 3 Comparison of frequency response with and   

without controllable loads 

4   结论 

鉴于温控负荷群具有作为可调度资源纳入到

传统发电调度控制体系中的潜能，为了方便分析和

控制温控负荷群，本文提出了一种基于数值拉普拉

斯反变换的温控负荷群Fokker-Planck方程聚合模型

求解方法。在介绍温控负荷的单个个体的物理模型

和 Fokker-Planck 方程聚合模型的基础上，采用数值

拉普拉斯反变换法对Fokker-Planck方程聚合模型进

行求解。通过算例仿真对比，验证了温控负荷群

Fokker-Planck方程聚合模型的数值拉普拉斯反变换

解为蒙特卡洛模拟法的数学期望，通过对 3 机 9 节

点系统仿真，验证了该求解模型结合到电力系统频

率仿真模型中控制效果的有效性。 
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