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改进的 Prony 算法在多正弦信号频率估计中的应用研究 

张晓威，牛晓红，翟广锐
 

(哈尔滨工程大学理学院，黑龙江 哈尔滨 150001) 

摘要：针对噪声背景下经典 Prony 算法对多正弦信号频率估计受限的问题，提出一种抗噪性强的改进 Prony 算法。

通过建立一种新的累积关系，提出的算法可以在低信噪比情况下，仅利用适当数量的新序列值线性重构稀疏和，

从而较为精确地估计出信号的频率。对提出的算法与经典 Prony 算法的性能作出仿真实验对比。实验结果表明，

在信号中嵌入噪声时，经典 Prony 算法在估计信号频率时失去效用，而新算法依旧可以有效估计信号频率。所以，

提出的算法抗噪能力较强，性能相对稳定，精度较高，在多正弦信号频率估计中表现出更好的实用性。 
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Application research of the improved Prony algorithm in the multiple sinusoidal  

signal frequency estimation 

ZHANG Xiaowei, NIU Xiaohong, ZHAI Guangrui 

(College of Science, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China) 

Abstract: For the problem that estimating multiple sinusoidal signal frequency is insufficient by using the classical Prony 

algorithm under the noise background, this paper proposes an improved Prony algorithm with strong antinoise ability. 

Through establishing a new accumulation relationship, the proposed algorithm can only use appropriate new sequence 

values to reconstruct the sparse sums linearly under the condition of low SNR, so as to more accurately estimate signal 

frequency. It compares the proposed algorithm with the classical Prony algorithm by making the simulation experiment. 

And the experimental results show that as the signal embedded in the noise, the classical Prony algorithm loses 

effectiveness for the signal frequency estimation, and while the new algorithm can still effectively estimate signal 

frequency. So, the proposed algorithm has strong antinoise ability, relative stable performance and high precision 

advantages and shows better practicability in the multiple sinusoidal signal frequency estimation. 
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0  引言 

在噪声背景下，有效估计多正弦信号的参数已

经成为众多领域(如：雷达、语音、光物理、光化学、

地震等)的研究热点，其在理论和应用上具有极其重

要的价值[1-5]。然而信号的产生往往伴随着不同强度

的噪声，这直接影响着信号参数估计的精度。因此，

在经典 Prony 算法的基础上，为了提高抗噪能力和

估计精度，从各种角度对多正弦信号的参数估计做

出研究[6-9]。文献[10-12]提出了一种 ESPRIT 方法，

此方法需要计算信号的自相关函数，具有一定的抗

噪能力，然而估计精度对自相关函数的估计依赖性

较强。文献[13]给出了矩阵束方法，该方法不需要

求解多项式的各个系数，克服了 ESPRIT 方法在估

计精度上依赖于自相关函数的缺点，但此方法在求

解矩阵束的特征值时，需要求解矩阵的伪逆，计算

量大，耗时较多。文献[14]针对传统矩阵束方法在

信噪比较低的情况下辨识信号参数误差较大这一问

题，提出了基于 EEMD 和矩阵束算法的低频振荡主

导模式识别，提高了参数辨别精度，拓宽了矩阵束

方法的应用范围。文献[15]在 Prony 方法的基础上

提出了近似 Prony 方法，估计精度相比经典 Prony

算法有一定的提高，但估计精度仍有不足。文献[16]

对经典 Prony 方法进行推广，提出了广义的 Prony

方法，该方法不仅对多正弦信号参数估计具有很强

的实用性，在单项式稀疏和、正交多项式稀疏和以

及有限维向量空间上向量的重构都表现出很强的实

用性，有一定的理论价值。文献[17]提出的改进
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Prony 算法对信号进行分类之后，对信号采样点求

平均值，具有一定的降噪能力。文献[18]将 Prony

算法和加窗插值相结合，克服了两种方法单独作用

的不足，频率估计精度提高，抗噪能力增强。文献

[19]将 Prony 算法和形态滤波相结合，滤波会起到

降噪作用，进而运用 Prony 算法对降噪之后的信号

处理，频率估计精度提高。文献[20]提出了 Prony

算法与小波分析相结合的方法，通过恰当的小波函

数对扰动信号分解之后，改进的 Prony 算法在稳态

扰动问题中提高了参数辨识精度。 

基于以上问题，针对噪声背景下，经典 Prony

算法在多正弦信号参数估计中精度不足的问题，根

据本文所提出的关系式，通过构造一组频率与源信

号相同的新序列，组成新的线性差分方程组，线性

重构正弦函数的稀疏和，在信噪比较低时，较为精

确地估计出多正弦信号的频率。 本文简要介绍了经

典 Prony 算法频率估计原理，详尽阐述了基于经典

Prony 算法的时域累积算法，并做了数值仿真实验，

对两个算法性能进行比较得出相应的结果，最后给

出本文的结论，说明了改进的 Prony 算法的应用价

值以及有待继续研究的问题。 

1   经典 Prony 算法 

假设源信号的表达式为 

    j

1

e 0,k

M
t

k
k

s t B t T



  ，           (1) 

若 j j1 1
= , = , = e , = e

2 2
k k

a k b k a k b kB A B A
i i

       ，

则信号模型为    
1

sin
M

k k k
k

s t A t 


  ；同样地，

若 j j1 1
, e e

2 2
k k

a k b k a k b kB A B A         ， ， ，

则信号模型为    
1

cos
M

k k k
k

s t A t 


  ；其中，

 , ,k k kA f 为第 k 个分量的振幅、相位和频率，且

均是未知参数，T 是观测时间，N 为等间距采样点

数， t 为采样间隔， s /f N T 为采样频率，那么

第 n个采样点的定义如下： 

   
1

e , 0,1,2, ,k

M
tn

n k
k

F s tn B n N 



        (2) 

以  je 1,2, ,k

kz k M   作为根构造 Prony 多

项式： 

            
01

M M
u

k u
uk

P z z z z


            (3) 

根据式(2)构造线性差分方程如下： 

 
0

0, 0,1,
M

u q u
u

F q


             (4)               

已知 1M  ，那么，由式(4)可得到 

     
1

0

, 0,1,
M

u q u M q
u

F F q


 


           (5)                      

根据式(5)，运用最小二乘法，可求出多项式的

系数  0,1, , 1u u M   ，将求出的 u 代入式(3)

可以求出  je 1, 2, ,k

kz k M   ，相应地求出多正

弦信号的频率估计值。 

经典 Prony 算法步骤如下： 

Step1 根据式 (5)求出 Prony 多项式的系数

 
0

M

u u



； 

Step2 第一步求出的  0,1, , 1u u M   代入

式(3)，求出多项式的根  je 1,2, ,k

kz k M   ； 

Step3 将  je 1,2, ,k

kz k M   代入式(1)求出

参数 kB 。 

2   改进的 Prony 算法 

假设源信号模型为 

           
1

cos , 0,
M

k k k
k

s n A w n n N


        (6) 

式中： , ,k k kA w 分别是第 k 个分量的振幅、相位

和角频率，且均是未知参数；N 为等间距采样点数。 

定理 已知信号    
1

cos
M

k k k
k

s n A w n 


  ，其

中  0,n N ， N 为等间距采样点数，对任意的

a N  ， 0
N

p
a

  和任一采样点  s n ，存在等式

(7)成立。 

     
0 1

1
2 cos cos

2

ap M
l ap
ap k k k kap

l k

C s n l ap A w n w
 

     (7) 

运用数学归纳法，简要证明上述等式成立。 

证明： 

当 1p  时，等式的左端为 

 

      

       

 
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2

1
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2
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a
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k
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w





  

         

           







 

当 a为偶数时 
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 

       

 
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
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

 

当 a为奇数时 

 

     

 

0

1

1

1
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2

1
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
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





 

假定当 p m 时成立，则有以下等式成立： 

     
0 1

1
2 cos cos

2

am M
l am
am k k k kam

l k

C s n l am A w n w
 

      

那么当 1p m  时，根据组合数的性质  

 
1 1

1

l l l l a
am a am ama m

C C C C C 


     

等式的左端变形为 

     
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







 

   

}

1
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a
g g g a

  

  
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  
 

 ( a是偶数) 

或 

     
 

   
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1 1 1
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a
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a a
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        

    



 

 

( a是奇数) 

下面只讨论 a是偶数的情况。 

   

    

0

1

1
0 2

2

cos cos
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l
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l

M
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
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 




 

    

     

1
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1
1 2 2
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l
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M
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k
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


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  




 

  

   

    

0

1

1
2

2
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l

M
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k
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A w n a w




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 




 

所以 

     
 

   

      

       

     

1

11
0

2

1

1

1
2

2

1
0

2 2

1
2 cos

2

1
2 2 2 cos 2cos

2
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a m
l

a ma m
l

a

am
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k ka

M
a m

k k k k
k

C s n l am a

a
g g g a

s n a as n a s n a w

s n s n s n w w

A w n w












   

  
      

  

         

      







 

  

综上，定理证明成立。 

此定理给出了与源信号同频率下的一种新的时

域累积关系，对观测信号进行线性累加，当 a 为偶

数时，在中心点  s n 的左右两侧取点进行累加，得

到一组新的序列值；当 a 为奇数时，左右两侧对称

分别取点进行累加，得到一组新的序列值。由于新

的序列值是由采样点累加得到，因此理论上在处理

过程中抗噪性会增强，频率估计精度会提高，利用

得到的新序列值，构造新的线性差分方程，根据最

小二乘法，求解多项式的根，由此，令     

   

 

0

1

1
, 2

2

cos cos

ap
l
apap

l

M
ap

k k k k
k

F n p C s n l ap

A w n w





   






     (8) 

假 设 频 率  
1

M

k k
f


， ,k jf f k j  ， 因 为

2πk kw f t  ，那么有 cosa
k kz w 互不相等，将 kz 作

为根构造新的 Prony 多项式： 

    1
1 0

01

M M
M u

k M u
uk

P z z z z z z   


         

 (9) 

这里 1M  ，由式(9)可知 

   
0 0

cos 0
M M

u au
k u k u k

u u

P z z w 
 

        (10) 

根据式(10)，如果可以求出 Prony 多项式的系
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数 0 1 1, , , ,M M    ，就可以求出多项式的根

 
1

M

k k
z


，那么根据 cosa

k kz w ，可以求得角频率 kw ，

进而求出信号频率值 
1

M

k k
f


。 

令 

    cosk k k ks n A w n    

那么有 

     
1

, cos
M

ap
k k

k

F n p s n w


       (11) 

令 0 0p u q u q   ， ， ，根据式(10)与式(11)

得到： 

     

   

0 0 1

1 0

, cos

cos cos 0

M M M
ap

u u k k
u u k

M M
aq au

k k u k
k u

F n p s n w

s n w w

 



  

 

 



  

 
     (12) 

以此所构造的线性差分方程，表示了 Prony 多

项式的系数与新序列  ,F n p 之间的一种等量关

系，其中，    q p M q a M q n N a M q       ， ，

该范围中的所有 n都满足式(12)，由式(12)可知，q

取值的变化并不会影响等式的成立，当q的取值减

小时，  ,F n p 中 n的取值范围将会变大，随之新序

列值的数量会增加，反之，当q 的取值增大时，

 ,F n p 中 n的取值范围将会变小，随之新序列值的

数量会减少。因此，q的取值会影响频率的估计精

度。将式(12)转换为 

            
1

0

, ,
M

u
u

F n p F n p




          (13) 

记作 

               0Fb F                   (14) 

其中 
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根据式(14)，通过最小二乘法可得 

              
1T T 0

b F F F F            (15) 

可以求出 0 1 1, , , ,M M    ，代入式(10)，求

出 Prony 多项式的根 
1

M

k k
z


，根据 cosa

k kz w ，可

以求出角频率  arccos a
k kw z ，由 2k kw f t   ，

可 得 到 多 正 弦 信 号 的 频 率 估 计 值

 arccos / 2a
k kf z t  。改进的 Prony 算法流程图

如图 1 所示。 

 

图 1 改进的 Prony 算法的流程图 

Fig. 1 Flow chart of the improved Prony algorithm 

从图 1 中可以得到，本文提出的算法的关键在

于得到一组新的序列值和构造新的 Prony 多项式，

利用多项式的系数和新序列值构造线性差分方程

组，进而通过最小二乘法求得相应系数。 

3   数值仿真实验及性能研究 

由于本文的算法模型对任意的 2a  都成立，当

2a  、 3a  时，实现的仿真实验表明本文的算法

性能均优于经典 Prony 算法，因为 a具有任意性，

本文给出了在 5a  时的仿真实验。取观测信号为 

  3cos 38 2cos 162
4 3

s n tn tn
    

        
   

 (16) 

式中： 1 3A  ， 2 2A  ； 1 19f  ， 2 81f  ； 1
4




 ，

2
3




 。采样点数 1024N  ，观测时间 1sT  ，采

样频率 s 200f   Hz，进行 500 次仿真实验。其中，

频率的均方误差、信噪比分别满足下面的表达式： 
2

10lgMSE E f f
  

      
         (17) 

2
2 2 2

1 22
10lg ,

A
SNR A A A



 
   

 
       (18) 

改进的 Prony 算法下频率 1、2 的均方误差随着

信噪比取值变化的趋势如图 2、图 3 所示。 

在信噪比取不同的值时，两种算法下所估计出

的频率 1、频率 2 的均方误差的取值如表 1 所示。 

图 2、图 3 以及表 1，对经典 Prony 算法和本文

给出的算法作了比较，从图像和数值中可以得出，

在信噪比较低时，本文提出的算法，频率均方误差

接近克拉美罗下限，并且可以有效地估计出信号频
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率，而经典 Prony 算法在噪声背景下，估计信号频

率受到限制，失去效用。由此说明在信号中嵌入噪

声时，本文提出的算法性能优于经典 prony 算法。 

 

   图 2 频率 1 的均方误差随信噪比变化的趋势 

Fig. 2 MSE trend of frequency 1 as the SNR change 

 

图 3 频率 2 的均方误差随信噪比变化的趋势 

Fig. 3 MSE trend of frequency 2 as the SNR change 

表 1 经典算法与改进算法频率均方误差 

随信噪比变化数值比较 

Table 1 MSE numerical comparison of frequency as the SNR 

change between classical algorithm and improved algorithm 

SNR/dB 经典 f1/改进 f1 (MSE) 经典 f2/改进 f2 (MSE) 

-5 25.58/3.22 38.17/7.09 

0 25.58/-0.04 38.17/5.11 

5 25.58/-9.69 38.17/-3.57 

10 25.58/-12.42 38.17/-7.33 

15 25.58/-24.09 38.17/-20.88 

20 25.58/-33.16 38.17/-26.04 

根据上面观测信号的两个频率，进行 500 次仿

真实验，在 q 的取值变化时，观察频率 1，频率 2

的均方误差的变化情况，如图 4 所示。 

从图4中可以看出，本文提出的算法在 [0,6]q

时，精度较高，抗噪性强，当 q 的取值超过 6，由

于 ap 的值较大，导致累积项数会增大，不易于计算

机实时处理，估计精度会受到影响，本文提出的算

法就会失去实际意义，所以改进的算法在 q 的取值

小于 6 时，可以有效估计信号频率。 

 
  图 4 频率的均方误差随 q 变化的趋势 

  Fig. 4 MSE trend of frequency as q change 

4   结论 

本文提出的算法在低信噪比情况下参数估计性

能优于经典 Prony 算法，并且计算过程简单，易于

对检测信号进行实时处理，且具有一定的抗噪能力，

克服了噪声背景下经典 Prony 算法对多正弦信号参

数估计的不足，在理论和实际应用中具有一定的价

值。但是，本文给出的算法，没有形成相应的理论

来求出最优的 a，而且参数估计效果的好坏与 q 的

取值有直接关系，如何确定最优 a、q 的值，从而使

估计性能最好，也是有待研究的问题。 
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