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基于 2 级 3 阶单对角隐式 Runge-Kutta 法的 

电磁暂态计算方法 

杨 萌，汪芳宗
 

(三峡大学电气与新能源学院, 湖北 宜昌 443000) 

摘要：在电力系统电磁暂态计算中，由于各种突变情况的发生，将导致数值计算中存在数值振荡。为有效解决电

力系统电磁暂态计算中的数值振荡问题，将一种 2 级 3 阶单对角隐式 Runge-Kutta 法运用于电磁暂态数值计算中。

由理论分析可知，该数值积分方法具有非线性 B-稳定性，即具有能量耗散性或非线性阻尼特性。算例结果表明，

与现有的方法相比较，使用该方法进行电磁暂态计算，能够在不增加计算量的情况下，有效避免因突变情况导致

的数值振荡。 
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2-stage 3-order diagonally implicit Runge-Kutta method for electromagnetic transient calculation 
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Abstract: In power system electromagnetic transient calculation, because of various kinds of sudden changes, there will be 

numerical oscillation in numerical calculation. In order to avoid the numerical oscillation in power system electromagnetic 

transient calculation effectively, the 2-stage 3-order diagonally implicit Runge-Kutta method is proposed for electromagnetic 

transient calculation. Through theoretic analysis, the proposed numerical integration method is of nonlinear B-stability, which 

also means that the method is of energy dissipation characteristic or nonlinear damping characteristic. From example results, 

this paper confirms that the proposed method can be free of numerical oscillation effectively though sudden change happens. 

Besides, compared with the present methods, using the proposed method to implement electromagnetic transient calculation 

will not add any extra computation load.  

This work is supported by National Natural Science Foundation of China (No. 51377098). 

Key words: electromagnetic transient calculation; numerical integration method; Runge-Kutta method; numerical oscillation 

0  引言 

电力系统电磁暂态计算是研究电力系统各个元

件中电场和磁场以及相应的电压和电流的变化过

程，其主要目的在于研究电力系统故障或操作过后

可能出现的暂态过电压和过电流[1-3]。在电磁暂态分

析计算过程中，考虑到元件的非线性、电磁耦合、

长线路波过程和线路三相不对称、线路参数的频率

特性等因素[4]，需建立系统元件的微分方程或偏微

分方程[5-7]，并借助一定的数值计算方法对这些方程

进行求解。 

 

基金项目：国家自然科学基金项目(51377098) 

 

在电力系统电磁暂态计算中，针对不同性质的

元件参数，使用的计算方法不尽相同，而其中应用

最为广泛的数值积分方法即为隐式梯形积分法。隐

式梯形积分法具有 2 阶精度以及 A-稳定性，但该方

法不是 L-稳定的。在电磁暂态数值计算过程中，当

发生电感电流或电容电压突变以及开关元件动作等

情况时，使用隐式梯形法进行电磁暂态数值计算时

会产生一系列“虚假的”、持续的数值振荡[8-9]。 

为了避免数值振荡现象，研究者提出了许多解

决方法[8]。电磁暂态仿真程序(Electromagnetic Transient 

Program, EMTP)中曾通过附加阻尼元件的方法来避

免数值振荡现象，即在电感元件上并联一个电导或
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在电容元件上串联一个电阻。经验证，该方法在数

学上即等价于隐式梯形法与隐式欧拉法相混合的数

值计算方法[10]。利用此类方法进行电磁暂态计算，

电导、电阻值的大小，或阻尼因子的大小往往是通

过“经验”来确定的，因而使用起来很不方便，且

计算精度不高。后来加拿大学者 J. R. Marti 和我国

学者林集明等通过在仿真过程中切换使用隐式梯形

法和具有强阻尼特性的隐式欧拉法，提出了临界阻

尼调整法(Critical Damping Adjustment, CDA)[11]，且

此方法已被运用到 EMTP 版本 3.0(即 EMTP96)当

中[8]。在使用 CDA 方法进行电磁暂态仿真时，依旧

以隐式梯形法作为数值计算的主要方法，仅在突变

发生时刻利用隐式欧拉法来进行计算，以此避免数

值振荡情况的发生。CDA 方法可以有效避免数值振

荡问题，但前提条件是需要检测出突变现象及其发

生的时刻。在实际仿真过程中，突变的种类众多，

对某些突变现象很难准确判断出突变发生的时刻。

例如，当传输线始端电压或电流发生突变时，很难

准确地判定其末端电压或电流发生突变的时刻，或

者是控制系统中电压源和电流源因为限幅环节的影

响发生难以检测到的突变等[12]。因此，对一些很难

检测到的突变现象，CDA 方法仍然无法避免数值振

荡问题。 

为进一步解决 CDA 方法在电磁暂态仿真中所

存在的问题，文献[12]中提出将 2 级 2 阶单对角隐

式 Runge-Kutta(RK)方法(Singly Diagonally Implicit 

RK method, SDIRK)应用到电磁暂态计算中。与隐式

欧拉法一样，该方法也是 L-稳定的数值积分方法，

因而能够有效避免数值振荡现象。此外，相较于

CDA 方法，使用该方法进行电磁暂态计算无需对突

变现象进行检测或判断，这也是该方法的主要优点。

然而，无论有无突变现象，在使用该方法进行计算

时，必须在每个积分步长内计算两个内点的变量值，

因此其计算量约为隐式梯形方法的两倍，同时也比

CDA 方法的计算效率更低。 

为了在不影响电磁暂态计算效率的情况下，有

效避免因突变情况导致的数值振荡现象，本文将一

种 2 级 3 阶单对角隐式的 Runge-Kutta 方法运用到

电磁暂态计算当中。通过理论分析和算例对比，讨

论并研究了该算法在数值稳定性以及计算精度、计

算效率等方面的性能。 

1   2 级 3 阶单对角隐式 Runge-Kutta 法 

1.1 2 级 3 阶单对角隐式 Runge-Kutta 法简介 

一般地，可将电力系统电磁暂态计算的基本数

学模型表示为如式(1)所示的常微分方程初值问题。 
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式中：t  表示积分时间； )(tx 为状态变量所组成的

向量； ))(,( tt xf 是时间 t和状态变量 )(tx 的函数；

0x 是状态变量在初始时刻的取值。 

对于式(1)中的数值解初值问题，一类重要的求

解方法即是所谓的 Runge-Kutta 方法簇[13]。利用 s

级的 Runge-Kutta 方法求解微分方程组(1)，可写为

如式(2)的通用形式。 
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式中：h为积分步长； ija 和 ib为积分权系数，它们
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内节点 ic 上的近似值，称为内点。 

为简便起见，一般将 s 级的 Runge-Kutta 方法

表示为如式(3)所示的 Butcher 表形式。 
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上述 Butcher 表中，当 ijaij  ,0 时，式(3)所

代表的方法为显式 RK 方法，计算简单、效率高，

但是，所有的显式 RK 方法均不具备 A-稳定性，因此

显式 RK 方法的运用受到了限制。在隐式 RK 方法中，

当 )1,1(,,0  siijaij 且 02211  ssaaa 

时，式(3)被称为 s级单对角隐式 RK 方法，利用此

类方法进行计算时，因可以避免 Butcher 变换所需

要的额外计算量，而使得计算效率相对更高。 

文献[12]中所提及的就是一种 2 级的单对角隐

式 RK 方法，但该方法只具有 2 阶精度。下面给出

一种具有 3 阶精度的 2 级单对角隐式 RK 方法，其

Butcher 表为[13] 
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1.2 数值稳定性分析   

众所周知，L-稳定性是线性稳定性的范畴。从

理论上讲，对线性微分动力系统，L-稳定的数值方

法可以避免数值振荡问题，这是隐式欧拉法以及 2

级 2 阶单对角隐式 Runge-Kutta 方法能够避免数值

振荡问题的主要数学机理。但对非线性微分动力系

统，L-稳定的数值方法并不一定能完全避免数值振

荡问题。为此，研究人员已建立了非线性稳定性分

析的概念及相关理论体系。关于非线性稳定性，一

个重要的结论就是所谓的 B-稳定性以及非线性代

数稳定性。研究人员已证明：对一个非退化的

Runge-Kutta 方法，非线性代数稳定性等价于 B-稳

定性[14]。利用非线性代数稳定性的定义，可以验证

并得出以下结论。 

2 级 3 阶单对角隐式 RK 方法的M 矩阵的表达

式为[13] 
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式(5)中，  diagB b 。显然，M 矩阵的特征值为：

6

323
0 21


  ， 。因此，式(4)对应方法的M 矩

阵是非负定的。由于有 02121  bb ，因此，上

述 2 级 3 阶单对角隐式 RK 方法，即式(4)是非线性

代数稳定的，也是 B-稳定的[13]。 

众所周知，对常微分方程初值问题，B-稳定的

数值方法满足单边 Lipschitz 条件，即 

0),(),( 212211  xxxfxf ，tt       (6) 

式(6)中， ， 表示内积。因此，B-稳定的数值方

法具有能量耗散性。从物理概念上讲，这里的能量

耗散性也就是非线性阻尼特性。因此，在系统发生

突变时，B-稳定的数值方法不会产生数值振荡现象。

换言之，在电磁暂态数值计算中，若系统发生突变

现象，2 级 3 阶单对角隐式 RK 方法可以避免数值

振荡问题。 

2   数值算例 

算例 1：图 1(a)是一个基本的线性 R-L 串联电

路，图 1(b)是施加的电流源；其中，开关 K 在施加

的电流 )(ti 降至零时( 01.0t  s)突然打开。 

图 2 是利用隐式梯形法(计算步长 05.0h ms)

对该测试电路进行数值计算的结果(产生严重的数

值振荡)；图 3 是利用 2 级 3 阶单对角隐式 RK 方法

(计算步长 1.0h ms)进行数值计算的结果。显然，

由图 3 可以看出：当突变发生时，2 级 3 阶单对角

隐式 RK 方法的计算结果没有产生数值振荡。 

 

图 1 测试电路 1 及电流源信号波形 

Fig. 1 Test circuit 1 and the current source waveform 

 
图 2 隐式梯形法的计算结果 

Fig. 2 Result calculated by implicit trapezoidal method 

 

图 3 2 级 3 阶 SDIRK 方法的计算结果 

Fig. 3 Result calculated by 2-stage 3-order SDIRK method 

算例 2：图 4 是一个末端接有电容器的分布参

数电路，其传输线始端的阶跃突变信号从传输线始

端传输到末端；利用分布参数线路的 Bergeron 等效

模型[15]计算线路末端电压以及电容电流。 

 

图 4 测试电路 2 

Fig. 4 Test circuit 2 

图5是利用CDA方法(计算步长 1h μs)对该测

试电路进行数值计算的结果(产生数值振荡)；图 6
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是利用 2 级 3 阶单对角隐式 RK 方法(计算步长

2h μs)进行数值计算的结果。显然，从图 6 可以

看出：当突变信号从传输线始端传至传输线末端时，

2 级 3 阶单对角隐式 RK 方法的计算结果没有产生

数值振荡。 

 

图 5 CDA 方法的计算结果 

Fig. 5 Results calculated by CDA method 

 

图 6 2 级 3 阶 SDIRK 方法的计算结果 

Fig. 6 Results calculated by 2-stage 3-order SDIRK method 

算例 3：图 7(a)是一个基本的线性 R-C 串联电

路，图 7(b)是施加的电压源，该电路中电容两端电

压的精确解为 
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式中： 1.0t ms； 1.0 RC ms； )(tu 为一单位

阶跃信号。 

 

图 7 测试电路 3 及电压源信号波形 

Fig. 7 Test circuit 3 and the voltage source waveform 

图 8 为使用 2 级 3 阶 SDIRK 方法(计算步长为

0.01 msh  )与使用 2 级 2 阶 SDIRK 方法(计算步长

为 0.005 msh  )计算电容端电压的误差结果对比曲

线。可以看出，当 2 级 3 阶 SDIRK 方法采用二倍于

2 级 2 阶 SDIRK 方法的步长进行计算时，其计算误

差仍小于后者。因而在保持同一计算精度的前提下，

2 级 3 阶 SDIRK方法可采用更大的积分步长进行计

算，使得其整体的计算量低于 2 级 2 阶 SDIRK 方法

的计算量，从而计算效率更高。 

 
图 8 2 级 3 阶 SDIRK 方法与 2 级 2 阶 SDIRK 方法 

计算结果的误差对比曲线 

Fig. 8 Comparison of the error curve by 2-stage 3-order SDIRK 

method and 2-stage 2-order SDIRK method 

算例 4：图 9 是一个单相输电线路空载合闸的

计算实例[16]，系统参数如图中所示， 0.005 st  时，

开关突然闭合，计算线路末端电压。 

图 10 为使用 2 级 3 阶 SDIRK方法(计算步长为

10h  μs)计算线路末端电压的结果，可以看出其结

果与文献[16]中一致，且没有产生数值振荡现象。

图11为使用2级2阶SDIRK方法(计算步长 5h  μs)

计算线路末端电压的结果，可以看出其计算结果在

某些拐点处产生了轻微的数值振荡现象。图 12 为使

用 CDA 方法(计算步长 5h  μs)计算线路末端电压
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的结果，其计算结果也产生了数值振荡现象，且比

使用 2级 2阶 SDIRK方法计算所产生的数值振荡现

象更严重。 

 
图 9 单相输电线路空载合闸计算实例 

Fig. 9 Test of a single phase transmission line without 

 load being switched-in suddenly  

 
图 10 2 级 3 阶 SDIRK 方法计算线路末端电压的结果 

Fig. 10 Terminal voltage of transmission line calculated  

by 2-stage 3-order SDIRK method 

 
图 11 2 级 2 阶 SDIRK 方法计算线路末端电压的结果 

Fig. 11 Terminal voltage of transmission line calculated  

by 2-stage 2-order SDIRK method 

 
图 12 CDA 方法计算线路末端电压的结果 

Fig. 12 Terminal voltage of transmission line calculated  

by CDA method 

3   结论 

本文将一种 2 级 3 阶单对角隐式 Runge-Kutta

方法运用到电磁暂态计算中。该方法具有 L-稳定性 

以及非线性 B-稳定性，因此可以有效避免计算中的

数值振荡现象。该方法是 2 级、A-稳定的数值计算

方法，在每个积分步长内需进行 2 次数值积分计算；

但同时，该方法具有 3 阶的计算精度，故相对于已

有的各类方法，其能在仿真中使用更大的积分步长。

总体而言，使用本文方法进行电磁暂态数值仿真，

能够在不增加计算量的前提下，有效避免数值振荡。 
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