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摘要：特定谐波消除脉宽调制(SHEPWM)技术，通过计算最优的开关角度，在保证期望基波电压输出的同时有效

消除选定的低次谐波，具有开关频率低、波形质量高等一系列优点。为了提高 SHEPWM 非线性方程组的求解可

靠性和快速性，提出了将粒子群优化算法(PSO)与牛顿迭代法相结合的随机牛顿法(SNM)，通过 Matlab 编程求解

SHEPWM 非线性方程组验证了 SNM 求解的可靠性和快速性。最后通过搭建单相 7 电平级联 H 桥逆变器和三相 D

型接线 11 电平级联 H 桥逆变器仿真实验系统，验证了 SNM 求解的开关角度能够实现基波控制目标并有效消除选

定的低次谐波。 
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Abstract: The technology of selected harmonic elimination pulse width modulation (SHEPWM) can be used to eliminate 

the selected low-order harmonics and satisfy the demand of desired fundamental voltage by calculating the optimal 

switching angles, this method has a series advantages such as low switching frequency and high-quality waveforms, etc. 

In order to improve the reliability and rapidity of calculating for the SHEPWM non-linear equations, this paper presents 

the stochastic Newton method (SNM) which is composed of the particle swarm optimization (PSO) and the Newton 

method, the reliability and rapidity of the SNM is verified by a program for SHEPWM non-linear equations. In the end, 

the simulation experimental systems of seven-level single-phase cascade inverter and eleven-level three-phase D 

connected cascaded inverter are designed and tested that the selected low-order harmonics are eliminated by the switching 

angles calculated by the SNM and the fundamental voltage is produced. 
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0  引言 

近年来，级联型 H 桥多电平逆变器因其具有开

关损耗小、逆变效率高、输出波形质量高、EMI 低

等显著优点而被广泛应用于高压大功率场合，如压

膜机、UPS 系统、静止无功补偿装置等[1-2]。多电平

逆变器通过各个单元输出的小电压阶梯的叠加来产 

 

基金项目：国家自然科学青年基金资助项目(51307021)；吉

林省自然科学基金面上项目(20140101076JC) 

生期望的交流电压并具有良好的电能质量，与传统

的两电平逆变器相比，多电平逆变器具有更低的电

压应力和开关频率[3-4]。 

为控制多电平逆变器的输出基波电压并消除不

期望的谐波，人们提出了大量的调制技术[5-9]。文献

[5-8]使用了 SPWM 技术和 SVPWM 技术，虽然这

两种 PWM 调制技术能够使逆变器输出较理想的电

压波形，但开关器件工作于高频状态，因而要受到

开关频率、最小间隔时间和调制度的限制。文献[9]

使用了特定谐波消除脉宽调制(SHEPWM)技术，但
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求解非线性方程组存在一定困难。 

另一种方法是利用三角函数倍角正、余弦函数

关系，把多电平逆变器的 SHEPWM 非线性方程组

变换为代数多项式方程组[10-11]，然后，采用对称代

数法，求取非线性方程组的所有解。但是这种算法

计算量太大，计算速度慢，当换流器电平数增多时

甚至不能完成计算，因而这种方法并没有得到广泛

应用。 

粒子群算法(Particle Swarm Optimization, PSO)

和遗传算法(Genetic Algorithm, GA)相似，从随机解

出发，通过迭代寻找最优解，并通过适应度来评价

解的品质，但 PSO 没有 GA 的“交叉” 和“变异”

操作，PSO 通过追随当前搜索到的最优值来寻找全

局最优值。这种算法对初值依赖性小，具有实现容

易、精度高、收敛快等优点，并且在解决实际问题

中展示了其优越性[12-13]。 

本文将 PSO 与牛顿迭代法相结合，提出了应用

于多电平逆变器中特定谐波消除的随机牛顿法

(Stochastic Newton Method, SNM)。 

1   级联多电平 H桥换流器与特定谐波消除 

1.1 级联多电平 H 桥换流器 

级联多电平逆变器及阶梯波电压输出如图 1 所

示。由图 1(a)知，该逆变器中的各 H 桥模块具有独

立、电压相同的直流输入电源，独立直流电源可以

从太阳能电池、燃料电池、超级电容中获得；将各

H 桥模块的交流输出侧串联起来从而获得输出的阶

梯形波。通过独立控制每个 H 桥模块 4 个开关的不

同组合，每个逆变器模块能够产生 3 个不同的电平

输出，分别为+Vdc、0 和-Vdc，将多个导通角度不同

的全桥逆变器的交流侧串联起来，得到的合成阶梯

形波如图 1(b)所示。也可以将 3 组相同的级联逆变

器连接成 Y 型或 D 型的三相系统。 

1.2 特定谐波消除原理 

为了消除选定的谐波并简化控制，应使波形具

有对称性。首先，为了消除偶次谐波，应使波形正

负两半周期镜像对称，即 

( ) ( π)u t u t              (1) 

其次，为消除谐波中的余弦项，应使波形在正

半周期内前后 1/4 周期以 π/2 为轴线对称，即 
( ) ( π)u t u t  -            (2) 

同时满足上面两式的波形称为 1/4 周期对称波

形，这种波形可用傅立叶级数表示为[14-15] 
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图 1 2s+1 电平级联 H 桥逆变器及阶梯波电压输出 

Fig. 1 A 2s+1 levels cascaded H-bridge inverter structure and 

the staircase output voltage 

对 2s+1 电平级联 H 桥逆变器，各次谐波含量

为 s 个 H 桥逆变器模块相应各次谐波的叠加，第 n

次谐波的幅值大小为 
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开关角度必须满足： 
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π
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s                 (6) 

级联 2s+1 电平 H 桥逆变器的 H 桥单元在半个

周期内状态变化为 s 次，考虑到 PWM 波 1/4 周期

对称，共有 s 个开关时刻可以控制。除去用一个自

由度来控制基波幅值外，可以消去 s-1 个特定频率

的谐波，需要求解的超越方程如式(7)。 
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式中：s 为逆变器 H 桥模块个数；Vmax为输出电压

的基波幅值；角度系数 q=2s-1。令调制指数 
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                (8) 
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那么输出阶梯形波的基波幅值为 

max dc

4

π
V mV                (9) 

2   随机牛顿法 

PSO 是由 Kennedy 和 Eberhart 在 1995 年提出

的一种随机优化算法[12-13]。首先 PSO 初始化粒子群

的随机速度和随机当前位置并把当前位置中的每一

个个体代入个体适应度函数(10)计算其适应度，从

而求得个体最优粒子和全局最优粒子；然后通过叠

代找到最优解，在每一次叠代中，粒子通过跟踪个

体极值和全局极值来更新自己。在找到这两个最优

极值后，粒子根据速度更新公式(11)来更新自身的

速度，根据位置更新式(12)来更新满足式(6)的粒子

位置。 
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适应度函数式(10)中，m 表示调制指数。粒子速度

更新公式(11)中：D 表示种群的粒子维数；t 表示种

群进化的代数；vi×D(t)表示粒子 i 在第 t 次迭代中的

飞行速度；Xi×D(t)表示粒子 i 在第 t 次迭代中的当前

位置；Pbest 
i×D(t)为第 i 个粒子在空间飞行过程的个体最

优位置；Gbest 
i×D(t)为群体中全局最优位置；r1(t)和 r2(t)

为第 t 次迭代时 0~1 范围内两个相互独立的、均匀

分布的随机数；c1 为粒子自身加速度权重系数；c2

为全局加速度权重系数。各粒子迭代过程中位置更

新公式如式(12)所示。 

为改善算法的收敛性能，本文采用带有惯性权

重系数 w 的改进型 PSO 算法，其速度更新公式改变

为式(13)，其中 w 为惯性权重系数。惯性权重系数

公式(14)中：wmax 为初始加权系数；wmin 为终止加

权系数，N 为设置的最大迭代次数。由此可见惯性

权重系数 w 是一个关于迭代次数的线性减函数。 
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在通过粒子群优化算法得到种群中的最优值

后，就可作为牛顿迭代法的初始值来求解开关角度，

基波频率下开关角度计算公式为 
1

d 1 dt tx x J f
             (15) 

式中：xdt+1 为更新后的值；xdt 为当前值；J 为超越

方程组的雅可比矩阵；f 为超越方程函数。 

上述阐明了用于谐波消除的 SNM，使用此方

法，只需要设定几个参数。步骤如下： 

1) 设定调制指数 m 和选定消除的谐波次数。 

2) 设定粒子种群规模 n、粒子维数 D 和种群进

化代数 N。 

3) 设定牛顿迭代法的迭代精度 δ 和最大迭代

次数 DT。 

4) 使用式(16)对种群中的粒子初始化。 
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k=1, 2, , N 

D 是需要计算的满足式(6)的开关角度的个数。 

5) 初始化粒子群的随机位置Xn×D(t)和速度vv×D(t)。 

6) 利用适应度函数公式(10)计算种群中每个粒

子的适应度值并与其相应历史最好位置和全局所经

历的最好位置的适应度值比较，若此粒子的适应度

值更优，则将其作为当前最好位置或新的全局最好

位置。 

7) 利用式(12)和式(13)更新粒子的位置和速度。 

8) 若达到终止条件(足够好的适应度值或最大

迭代次数)则结束并返回当前全局最优个体；否则转

为步骤 6 继续执行。 

9) 把全局最优粒子的位置信息作为牛顿迭代

法的初始值代入式(15)计算，直到计算结果达到设

定的迭代精度或达到最大迭代次数计算终止。 

3   使用 SNM 求解开关角度 

SNM 的基本原理是对逆变器输出电压进行傅

里叶分解，强制其基波幅值为期望值，并使选定的

低频次谐波为零，建立非线性方程组(7)，求取满足

要求的开关切换角，采用合适的主电路拓扑即可实

现所期望的电压输出。为证实 SNM 的有效性，下

面选择一些级联多电平逆变器进行角度计算。 

程序中设定的 SNM 中的通用参数如表 1 所示。 
表 1 SNM 通用参数设定 

Table 1 Universal parameters of SNM 

n t δ DT c1 c2 wmax wmin 

100 20 10-10 2000 1.5 1.5 0.9 0.2 

3.1 单相 7 电平级联逆变器 

单相级联 7 电平逆变器可消去输出阶梯形波的

第 3、5 次谐波，必须利用方程组(7)求解开关角度

1、2和 3。设定调制指数 m=1.88，独立运行程序
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20 次，计算结果如表 2 所示。某次程序运行种群迭

代过程中各代全局最优粒子的收敛特性曲线如图 2

所示。 
表 2 与 m=1.88 对应的 SNM 计算结果 

Table 2 Terminal results of SNM for m=1.88 

m=1.88 θ1 θ2 θ3 

1 83.0699 13.1281 38.2353 

2 13.1281 38.2353 83.0699 

3 13.1281 83.0699 38.2353 

4 13.1281 83.0699 38.2353 

5 38.2353 83.0699 13.1281 

6 83.0699 13.1281 38.2353 

7 13.1281 83.0699 38.2353 

8 38.2353 83.0699 13.1281 

9 13.1281 83.0699 38.2353 

10 83.0699 13.1281 38.2353 

11 13.1281 38.2353 83.0699 

12 38.2353 13.1281 83.0699 

13 38.2353 83.0699 13.1281 

14 83.0699 13.1281 38.2353 

15 83.0699 13.1281 38.2353 

16 38.2353 13.1281 83.0699 

17 38.2353 83.0699 13.1281 

18 83.0699 38.2353 13.1281 

19 13.1281 38.2353 83.0699 

20 13.1281 38.2353 83.0699 

由图 2 可知随着迭代次数的增加，全局最优粒

子的适应度越来越小，即迭代过程中最优粒子与非

线性方程组的解越来越接近。在前 8 次迭代过程中，

全局最优粒子适应度几乎没有变化；而第 9 次迭代

中全局最优粒子适应度骤然减小并在之后的迭代过

程中逐渐减小，使得求取的初值不断趋近非线性方

程组的解以满足牛顿迭代法的要求，PSO 算法具有

迭代次数少、收敛速度快、初值可靠等优点。 

 

图 2 全局最优粒子收敛特性 

Fig. 2 Convergence characteristic of the global optimal particle 

由表 2 可知独立运行的 20 次 SNM 求解成功率

为100%，无论是成功率还是非线性方程组的迭代收

敛速度，均远优于代数对称法。 

3.2 三相 D 接线 11 电平级联逆变器 

由于 D 接线的三相 11 电平级联逆变器系统中

不存在 3 的倍数次谐波，可选择消除 5、7、11、13

次谐波。设定调制指数 m=3.5，独立运行 SNM 20

次的求解结果如表 3 所示，其中(1)表示有解，(0) 

表 3 三相 11 电平逆变器开关策略 

Table 3 Switching strategy of three-phase 11-level inverter 

m=3.5 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 

1(0) 28.6566 -8.2387 -646.6149 41.3050 413.4399 

2(1) 16.7280 62.3414 26.6359 60.6860 46.0009 

3(1) 73.3851 8.2387 41.3050 53.4399 28.6566 

4(1) 53.4399 8.2387 41.3050 73.3851 28.6566 

5(1) 53.4399 8.2387 28.6566 41.3050 73.3851 

6(1) 26.6359 62.3414 46.0009 60.6860 16.7280 

7(0) -8.2387 -28.6566 41.3050 73.3851 53.4399 

8(1) 46.0009 60.6860 26.6359 62.3414 16.7280 

9(1) 46.0009 16.7280 60.6860 26.6359 62.3414 

10(1) 16.7280 26.6359 46.0009 62.3414 60.6860 

11(1) 16.7280 26.6359 62.3414 60.6860 46.0009 

12(1) 28.6566 41.3050 73.3851 53.4399 8.2387 

13(0) -8.2387 41.3050 53.4399 73.3851 -28.6566 

14(1) 26.6359 16.7280 46.0009 62.3414 60.6860 

15(0) 8.2387 -53.4399 73.3851 -28.6566 41.3050 

16(1) 41.305 0 53.4399 73.3851 28.6566 8.2387 

17(0) 53.4399 28.6566 73.3851 41.3050 -8.2387 

18(1) 62.3414 46.0009 16.7280 26.6359 60.6860 

19(1) 16.7280 46.0009 60.6860 26.6359 62.3414 

20(1) 41.3050 53.4399 28.6566 8.2387 73.3851 
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表示无解。整理表 3 得到与 m=3.5 相对应的计算结

果如表 4 所示，可以看出对于 m=3.5 非线性方程组

有两组解。如表 5 所示，在独立运行的 20 次计算结

果中，两组解求取的概率分别为 45%和 30%，解的

求取概率为 75%，进而验证了 SNM 的可靠性和有

效性。 

表 4 三相 11 电平逆变器开关角度 

Table 4 Switching phase of three phase 11-level inverter  

角度 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 

解 1 16.7280 26.6359 46.0009 60.6860 62.3414 

解 2 8.2387 28.6566 41.3050 53.4399 73.3851 

表 5 随机牛顿法求解概率 

Table 5 Calculated probability of SNM 

角度 概率 求解次数 解 1 解 2 

θ1 80% 16 9 7 

θ2 85% 17 9 8 

θ3 100% 20 9 11 

θ4 85% 17 9 8 

θ5 90% 18 9 9 

概率 75% - 45% 30% 

4   仿真验证 

为验证 SNM 求解结果的正确性与精确性，利

用 PSIM 搭建单相 7 电平级联 H 桥逆变器电路和 D

接线三相 11 电平级联 H 桥逆变器电路进行了软件

仿真。 

4.1 单相 7 电平级联逆变器软件仿真 

对于调制比 m=1.88，开关角度分别为：θ1= 

13.1281°，θ2=38.2353°，θ3=83.0699°。单相 7 电平

级联逆变器结构如图 3 所示，各 H 桥模块直流输入

侧都有一个相对独立的直流电压源，输出侧经串联

后接入负载。其中，输入侧电压 Vdc1=Vdc2=Vdc3= 

100 V，由式(7)代入相关参数计算得基波幅值为 

 
图 3 单相 7 电平级联逆变器 

Fig. 3 Single-phase structure of a 7-level cascaded inverter 

ac max dc

4 4
1.88 100 239.37 V

π π
V mV       (17) 

单相 7 电平级联H 桥逆变器输出的阶梯形波如

图 4(a)所示。对波形进行 FFT 分析结果如图 4(b)所

示，由该图可以看出 3 次和 5 次谐波被消除，基波

幅值为 239.37 V，与理论计算相同，满足了控制要求。 

 

图 4 单相 7 电平级联逆变器输出阶梯形波与 FFT 分析 

Fig. 4 Staircase output voltage of the single-phase 7-level 

cascaded H-bridge inverter and the FFT analysis 

4.2 三相 D 型接线 11 电平级联逆变器软件仿真 

对于调制比m=3.5的开关角度求解结果见表4，

可知 m=3.5 时 SNM 得出了两组不同开关策略，以

下采用第一种开关策略，即 θ1=16.7280°，θ2= 

26.6359°，θ3=46.0009°，θ4=60.6860°，θ5=62.3414°。

三相 D 型接线 11 电平级联逆变器结构如图 5 所示，

各H桥模块直流输入侧都有一个相对独立的直流电

压源，各 H 桥单元的输入电压 Vdc1=Vdc2=Vdc3=Vdc4= 

Vdc5=100 V，负载 Z1=Z2=Z3=Z。由式(7)代入相关参

数计算得相电压基波幅值为 

ANmax BNmax CNmax dc

4

π

4
          3.5 100 445.63 V

π

V V V mV   

  

      (18) 

线电压幅值为 

ABmax BCmax ACmax ANmax3

         3 445.63 771.85 V

V V V V   

 
     (19) 
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图 5 三相 D 型接线 11 电平级联逆变器 

Fig. 5 D connected three-phase structure of an 11-level 

cascaded inverter 

三相 D 型接线 11 电平级联逆变器输出的相电

压阶梯形波如图 6(a)所示，对波形进行 FFT 分析结

果如图 6(b)所示，由该图可以看出，第 5、7、11、

13 次谐波被消除，但 3 的倍数次谐波依然存在于相

电压中，相电压基波幅值为 445.63 V，与理论计算

所得的相电压基波幅值相同，满足了控制要求。 

 

图 6 三相 D 型接线 11 电平级联逆变器输出相电压 

阶梯形波与 FFT 分析 

Fig. 6 Staircase output phase voltage of the three-phase D 

connected 11-level cascaded inverter and the FFT analysis 

三相 D 型接线 11 电平级联逆变器输出的线电

压阶梯形波如图 7(a)所示，对波形进行 FFT 分析结

果如图 7(b)所示，由该图可以看出，相比于相电压

3 的倍数次谐波同样被消除，线电压基波幅值为

771.85 V，与理论计算所得的线电压基波幅值相同，

满足了控制要求。 

 

图 7 三相 D 型接线 11 电平级联逆变器输出线 

电压阶梯形波与 FFT 分析 

Fig. 7 Staircase output line voltage of the three-phase D 

connected 11-level cascaded inverter and the FFT analysis 

5   结论 

对不同的调制指数 m，SNM 都可以求得所有的

合理解或验证解不存在，由于其所依赖的参数少而

很容易被执行并完成对非线性方程的快速求解。计

算结果表明了 SNM 求解的可靠性和有效性；仿真

结果验证了SNM求解的精确性。本文所提的将PSO

和牛顿迭代法相结合的 SNM 为多电平级联逆变器

中的 SHEPWM 技术提供了一种新的简单可靠的求

解非线性方程组的方法。 
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