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经验 Gramian 平衡降阶在电力系统中的改进及应用 

赵洪山，兰晓明，米增强
 

(华北电力大学电气与电子工程学院，河北 保定 071003) 

摘要：经验 Gramian 平衡降阶方法正逐步应用于电力系统的非线性控制设计。如何获得有效经验可观可控 Gramian

矩阵，是该方法应用的核心，对降阶效果有着很大影响。为进一步提升该方法的降阶效果，建立了电力系统非线

性动态模型，分析了所研究问题与控制量选取及降阶对象之间的关系。考虑了电力系统状态量及控制量变化特点，

提出了一种方案用于确定各状态量和控制量的扰动值，形成了包含丰富系统动态行为信息的经验可观可控

Gramian 矩阵。通过研究某实际电网验证该方案可行有效，研究表明相比原方法，所提方案在保证降阶误差上界

的前提下，能够进一步有效减少模型阶数，其降阶效果得到明显提升。 
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Abstract: The empirical Gramian balance reduction method is gradually applied to the nonlinear control and design of 

power system. How to obtain effective empirical controllability and observability Gramian matrices is the core of this 

method. In order to further improve the reduced effect, this paper forms nonlinear dynamic model of power system and 

analyzes the relationship of among research problem, the choice of control variables and reduction object. Given the 

variation characteristic of state and control variables, this paper proposes a scheme which is used to determine the 

disturbed values of state and control variables to form empirical controllability and observability Gramian matrices which 

contains rich system dynamic behaviors information. It takes advantage of some relative power system to verify the 

effectiveness of the proposed scheme. The simulation results show that this scheme can further decrease the reduced order 

and the effect of reduced model are improved greatly on the premise of guarantee the upper bound of error for order 

reduction. 
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0  引言 

电力系统模型降阶的主要方法有：同调等值理

论[1-3]、奇异摄动方法[4-6]、解耦方法[7-8]以及 Gramian

平衡降阶方法[9]等。其中，经验 Gramian 平衡降阶

方法对非线性模型的状态量和控制量逐一进行扰

动，获得样本数据，计算经验可观可控 Gramian 矩

阵，进行平衡变换和 Galerkin 投影，实现非线性动

态模型的降阶。相比其他方法，它的优点是：关注

降阶模型保持原模型动态行为和输入、输出特性的 
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问题，更加适合应用于控制设计的模型降阶；降阶

模型能够保留原模型的稳定性，并且其输出误差存

在上界；任何一阶降阶模型描述的都是原模型所有

状态量线性组合的动态行为。 

目前，该方法在电力系统中的研究主要有：如

何使用经验 Gramian 平衡降阶方法进行电力系统非

线性动态模型降阶及该方法有效性的算例验证[10]，

降阶模型状态量与原模型状态量的关系[11]；模型预

测控制中如何应用该方法降低优化计算时间[12]；负

荷建模中应用该方法进行感应电动机群聚合[13]等。 

现有研究中降阶对象多为发电机、网络、恒阻

抗负荷模型构成的非线性微分方程，但未考虑非线
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性静态负荷模型。文献中系统的微分方程多是根据

发电机与网络接口的电流代数方程消去发电机动态

方程中电流这个代数量获得的。但电力系统动态模

型一般采用非线性微分代数方程形式，多用潮流方

程进行机网联接。同时，现有研究中，未说明所研

究问题与控制量选取及降阶对象之间的关系。这些

在一定程度上限制了经验 Gramian 平衡降阶方法在

电力系统中的应用。 

另外，现有研究未详细阐述扰动值的选取方法，

在如何获取更加有效的样本数据方面，相关研究也

很少。由于经验 Gramian 平衡降阶方法多应用于化

工过程，如何结合电力系统特点获得有效样本数据

以及上述过程中需要注意的问题，这些对降阶模型

的动态行为都有着很大影响，具有重要的研究价值。 

基于上述分析，本文对考虑非线性静态负荷模

型的、以电压幅值和相角为代数量的电力系统非线

性微分代数方程进行经验 Gramian 平衡降阶研究，

并根据研究问题确定降阶对象。同时，考虑电力系

统状态量及控制量变化特点，提出一种方案用于确

定各状态量和控制量的扰动值，获取更加有效的样

本数据。 

1   电力系统非线性微分代数方程 

1.1 发电机、网络、负荷模型 

为提高降阶模型的精度，发电机采用六阶动态

模型[14] 
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式中：为发电机转子角；为发电机角频率；s

为发电机额定角频率；Tm 为原动机机械力矩；Te

为发电机电磁力矩，Te=UdId+UqIq+raI
2，ra 为发电

机的定子绕组电阻，Id, Iq, Ud, Uq分别为发电机 d 轴

和 q 轴的电流和电压； 0dT  , 0qT  , 0dT  , 0qT 分别为发电

机 d 轴和 q 轴开路暂态、次暂态时间常数；Tj为发

电机转动惯量； dE , qE , dE , qE分别为发电机 d 轴

和 q 轴暂态、次暂态电势；Ef 为励磁电压；D 为

发电机定常阻尼系数；xd, xq, dx , qx , dx , qx分别为

发电机 d 轴和 q 轴同步、瞬变、超瞬变电抗。 
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用式(2)消去式(1)中的代数量，即发电机 dq 轴

电压及电流，形成只含状态量[, , qE , dE , qE , dE ]、

控制量[Tm，Ef]以及发电机机端电压幅值和相角

(Ug, )的微分方程。 

    发电机有功、无功功率 Pg、Qg可描述为 
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同样用式(2)消去式(3)中的代数量，式(3)变为 
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非线性静态负荷模型的代数方程为[14] 
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式中：ap, bp, cp 分别为恒阻抗、恒电流、恒功率负

荷的有功功率占总有功功率的百分比；aq, bq, cq 分

别为恒阻抗、恒电流、恒功率负荷的无功功率占总

无功功率的百分比；ap+bp+cp=1，aq+bq+cq=1；Pl0, Ql0

分别为负荷有功和无功功率的基准点稳态运行值；

Pl, Ql分别为负荷的有功和无功功率；Ul, Ul0 分别为

负荷电压及其基准点稳态运行值。 

潮流方程可描述为 
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式中，G, B 分别为节点导纳矩阵的实部和虚部。 

式(4)—式(6)联立实现发电机、网络、负荷的联接。 

1.2 原动机调速器、励磁控制器模型 

原动机调速器模型[14]为 
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式中：μ1, μ2, μ3为该模型的状态量；ref为发电机角

频率设定值； m 3 2 3 1 c 4 5( )T T T T T     ；Tc, T3, 

T4, T5为时间常数；R 为静态增益。 

励磁控制器模型[14]为 
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式中：UR 为电压调节器输出电压；UF 为励磁负反

馈电压；Uref为电压设定值；KA, KF分别为电压调节

器和励磁稳定器的静态增益；TA, TL, TF分别为电压

调节器、励磁机和励磁稳定器的时间常数；KL为与

励磁方式相关的常数；SE为励磁饱和系数，是 Ef

的函数 SE(Ef)。 

1.3 根据研究问题确定降阶对象 

上述部分详细阐述了电力系统各元件及控制

器的模型及互联方法。在应用 Gramian 平衡降阶方

法过程中，因研究问题不同，需要确定不同的降阶

对象，相应地，模型的控制量、状态量和输出量会

发生变化。由于 Gramian 平衡降阶是一种关注降阶

模型保持原模型动态行为和输入、输出特性的方法，

在确定降阶对象的过程中，需要分离降阶对象和控

制器。 

例如，研究电力系统多机励磁控制器设计问

题，忽略原动机调速器作用，机械转矩恒定，降阶

对象可由式(4)—式(6)，加之处理后的式(1)构成，控

制量为 Ef。若研究电力系统暂态仿真问题，降阶对

象由式(4)—式(6)，加之处理后的式(1)以及式(7)、

式(8)构成，控制量为 ωref, Uref, ωref, Uref的设定值在

仿真过程中恒定；降阶对象也可以由式(4)—式(6)，

加之处理后的式(1)构成，控制器模型由式(7)、式(8)

构成，控制量为 Tm、Ef。若研究电力系统二级电压

控制器设计问题，忽略原动机调速器作用，机械转

矩恒定，降阶对象由式(4)—式(6)，加之处理后的式

(1)以及式(8)构成，控制量为 Uref。 

所确定的降阶对象一般形式可表达为 
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式中：x是状态量；z是代数量；y是输出量；u是

控制量，它们的数值可由量测系统[15]提供。 

2   经验 Gramian 平衡降阶 

2.1 经验 Gramian 平衡降阶原理 

Gramian 平衡降阶是一种根据状态量对系统输

入、输出动态行为的贡献进行模型降阶的方法。在

控制理论中，常常将控制输入对状态量的影响称为

可控性，使用可控 Gramian 矩阵 WC描述；将输出

量反映状态量的能力称为可观性，使用可观

Gramian 矩阵 WO 描述；可控性和可观性可表述为

系统输入、输出特性[16]。形成 Gramian 矩阵的过程

也是对系统的动态行为提取的过程。 

对于线性系统， Gramian 矩阵是系统 Lyapunov

方程的解，当线性系统模型确定后，不难获得其对

应的 WC 和 WO。而对于非线性系统，其 Lyapunov

方程很难确定，往往利用仿真或实验数据计算其对

应的经验 Gramian 矩阵，计算公式为 

C 2
1 1 1 0

1
( )

r s d h
ilm

l m i km

k
rsc   

  W         (10) 

T
O 2

1 1 0

1
( )

r s h
ilm

l l
l m km

T k T
rsc  

  W        (11) 

式中：r为激励或扰动方向的数量，一般取 2；s为

在每个方向上不同扰动大小的数量；d 为系统输入

个数；T为 r 个正交矩阵；h 为采样数据的列数；
T( ) ( ( ) )( ( ) )ilm ilm ilm ilm ilm

ss ssk x k x x k x   ，xilm(k)为与

输入脉冲 u(k)cmTlei(k)uss对应的状态，cm为输

入大小，Tlei为输入方向，(k)为输入脉冲， ilm
ssx 和

uss 分别为系统稳定状态下的状态值和输入值；
T( ) ( ( ) ) ( ( ) )lm ilm ilm jlm jlm

ij ss ssk y k y y k y   ，yilm(k)为与

初始条件 x(0)cmTlei(k)xss 对应的输出， ilm
ssy 和

xss分别为系统稳定状态下的输出值和状态值。 

对任意线性或非线性系统而言，WC 和WO往往

是不相等的，则某一状态量对系统输入、输出的影

响也是不相同的，在模型降阶过程中就难以取舍该

状态量。平衡实现采用坐标变换的方式将原系统映

射到平衡系统来解决上述问题[17]。变换后，平衡系

统有着与原系统完全一致的动态行为。在平衡系统

中，可控 Gramian 矩阵 CW 和可观 Gramian 矩阵 OW

是相等的，即某一状态量对系统输入、输出的影响

是相同的。WC与 CW 的关系为 T
C CW TW T ，WO 和

OW 的关系为 1 T 1
O C( ) W T W T ，T 为平衡变换矩

阵，作者已在文献[10-12]中给出计算公式。 

完成平衡变换后， CW ( OW )的 Hankel 奇异值矩

阵Σ可用于确定经验 Gramian 平衡降阶模型的阶数

和 Galerkin 投影矩阵 P[18]。经验 Gramian 平衡降

阶模型可描述为 
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式中， x为经验 Gramian 平衡降阶模型状态量，其

维数远远小于原模型状态量 x的维数。 

2.2 经验 Gramian 平衡降阶的改进 

根据样本数据形成有效经验 Gramian 矩阵是经

验 Gramian 平衡降阶方法的核心，对降阶效果有着

很大影响。如何结合研究对象特点使样本数据尽可

能多地包含非线性模型的动态行为，形成更加有效

的经验 Gramian 矩阵是该方法应用的研究重点。然

而在经验 Gramian 矩阵定义中，只说明通过对非线

性模型状态量和控制量施加不同方向扰动的方式进

行仿真实验来获取样本数据，但并未就各方向扰动

量 cm的取值方法做出详细说明。 

在非线性电力系统中，各类扰动的施加及恢复

往往以改变网络结构或负荷相关参数的形式来实

现，如短路故障出现至故障隔离再至重合闸恢复供

电、负荷突然增减至恢复等。扰动施加后，系统在

设计的控制器或恒定控制作用下逐渐恢复至稳态。

从非线性微分代数方程的角度看，这是通过改变式

(9)中函数作用 f、g、h来实现的。但在经验 Gramian

矩阵形成中，扰动是分别逐一施加在状态量和控制

量上的，与电力系统施加扰动的方法不同。这是由

Gramian 平衡降阶方法考虑降阶模型保持原模型动

态行为和输入、输出特性问题所决定的。因此，无

法将电力系统各类扰动的施加方法移植于经验

Gramian 平衡降阶中。 

基于上述分析不难看出，要在电力系统中应用

经验 Gramian 平衡降阶方法，扰动量 cm的取值必须

考虑电力系统状态量和控制量的变化特点，否则很

难从样本数据中提取出系统输入、输出动态行为变

化的特征。因此，本文针对这一问题结合电力系统

特点提出了一种施加扰动的方案。 

首先，结合所研究问题及相关标准，明确降阶

对象各类状态量和控制量的合理变化范围，使扰动

量 cm取值符合电力系统基本运行要求。如发电机励

磁电压最大最小值，发电机频率最大最小值以及

ωref、Uref的变化幅度等。研究问题不同，扰动量 cm

取值也会相应的变化。例如，研究电力系统暂态仿

真问题中，控制量选为ωref、Uref，两者在仿真过程中

恒定，则对控制量的扰动值就不宜选的过大；研究电

力系统二级电压控制器设计问题，控制量选为 Uref，

相比前者，这里对控制量的扰动值就需稍大一些。 

其次，加入控制器后，对降阶对象进行各类扰

动的仿真，如各线路发生各类短路故障等。记录各

线路在各类故障下各状态量和控制量相对稳态值的

正负最大偏移量，形成各状态量和控制量扰动量 cm

取值的参考数据。由于无法将电力系统各类扰动的

施加方法移植于经验 Gramian 平衡降阶中，同时经

验 Gramian 平衡降阶模型还需反映出电力系统各类

故障下的动态行为，因此，采用上述方法一定程度

上能够结合电力系统特点丰富样本数据中系统动态

信息，以便取得良好的降阶效果。 

再次，结合所形成的参考数据确定 cm取值。考

虑到电力系统状态量和控制量的物理意义和变化范

围，以及经验 Gramian 平衡降阶方法正负两方向扰

动值相同的特点，cm 取值叠加至对应状态量或控制量

后，需保证正负两方向的值不超过对应量的变化范围。 

值得注意的是，在对降阶对象各状态量和控制

量逐一施加正负方向扰动后所进行的仿真过程中，

由于未加入控制器，降阶对象一直处于控制量恒定

至稳态值的模式，也就是说降阶对象是在恒定控制

作用下由扰动状态逐渐恢复至稳定状态的。由于经

验 Gramian 矩阵计算要求降阶对象最终恢复至稳

态，因此，在扰动仿真过程中，必须确保降阶对象

最终能够恢复至稳态。若降阶对象出现由于某个扰

动值选取过大造成无法恢复至稳态的现象，则需要

调整扰动值。 

最后，完成对降阶对象各状态量和控制量逐一

施加正负方向扰动仿真后，需要确定采样时间及采

集时长，以采集仿真数据。从对降阶对象各量扰动

开始至降阶对象恢复至稳态可作为一个采集时长。

而采样时间须结合研究问题进行选择，例如，研究

电力系统多机励磁控制器设计问题或电力系统暂态

仿真问题，采样时间宜选取毫秒级，研究电力系统

二级电压控制器设计问题，采样时间则宜选取秒级。 

3   仿真算例 

为验证上文所提扰动值 cm确定方案可行有效，

本节中选择某实际电网某年规划数据作为仿真分析

对象研究，网内规划发电厂 26 座，发电机组 62 台，

负荷采用恒功率、恒阻抗模型，所占比例为 6:4。

网架结构如图 1 所示。忽略原动机调速器作用，机

械转矩恒定。降阶对象选择为式(4)－式(6)，加之处

理后的式 (1) 构成，降阶对象维数为 372 。
T[ , , , , , ]q q

    d dx δ ω E E E E ， T[ , ]z U θ ， T[ , ]y δ U ，

fu E 。 

选择如下方案对降阶对象施加扰动来完成与

前文所提方案的对比：各状态量扰动值 cm为所对应

初始稳定值的 1%；该方案在仿真采样过程中，降

阶对象能够维持稳定。图 2 给出了两种方案下降阶

对象所对应平衡系统的前 30 个 Hankel 奇异值柱状

图，其他奇异值过小，未在图中显示。本文所提方

案见图 2(a)，对比方案见图 2(b)。 
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图 1 某实际电网的网架结构 

Fig. 1 Grid structure of some relative grid  

 

图 2 Hankel 奇异值 

Fig. 2 Hankel singular values 

相比图 2(b)不难看出，本文所提方案奇异值衰

减明显，衰减幅度较大，奇异值分布合理。对比方

案中，奇异值出现了较多相等的区域，衰减幅度不

大，分布也没有所提方案合理。据统计得：图 2(a)

中，前14个奇异值集合所含能量占总能量的99.6%，

图 2(b)中，前 52 个奇异值集合所含能量占总能量的

99.7%，前 14 个奇异值集合所含能量占总能量的

46.01%。从奇异值分布上看，取相同的输出误差上

界，本文所提方案降阶程度更大；在相同降阶阶数

下，本文所提方案降阶效果更好，下文分析两种方

案的降阶效果。 

对比场景选择设置：系统在 0~0.5 s 时间段内正

常运行，在仿真时间 0.5 s 时刻，线路发生瞬时性三

相短路故障。故障线路在 0.55 s 被保护切除，0.6 s

时刻重合闸成功，线路恢复正常运行。选择离线路

最近发电机的功角、电压曲线进行对比分析。 

图 3、图 4 给出了原模型、本文所提方案 14 阶

降阶模型、对比方案 52 阶降阶模型在上述场景下的

仿真曲线。不难看出，14 阶和 52 阶降阶模型中发

电机的功角、电压等状态量和输出量的动态行为变

化趋势与原模型中对应变量的变化趋势基本一致，

且上述降阶模型能够保留原模型的稳定性。相比 52

阶降阶模型，14 阶降阶模型中发电机的功角、电压

等变量与原模型对应变量间的偏差更小。其他状态

量及输出量的仿真对比情况与图中相似，限于文章

篇幅，这里不再给出。也就是说，14 阶降阶模型的

降阶效果在幅值和频域上都优于 52 阶降阶模型，特

别是电压量。 

 
图 3 不同降阶模型的发电机功角仿真曲线对比 

Fig. 3 Comparison of generation rotor angle simulated 

curves with different reduced model 

本文所提方案实施后，系统经验可观可控

Gramian 矩阵包含了更丰富的系统动态行为信息，

降阶模型能够较准确地反映系统的动态行为变化。

由于对比方案所形成的系统经验可观可控 Gramian

矩阵包含系统动态行为信息较少，虽然对比方案中

降阶模型的阶数 52 高于本文所提方案的降阶模型

阶数 14，但其降阶效果还是不如本文所提方案。本

文所提降阶方案能够在保证误差上界的基础上进一

步降低模型阶数，降阶效果较好。因此，该方案是

可行有效的。 
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图 4 不同降阶模型的发电机电压仿真曲线对比 

Fig. 4 Comparison of generation voltage simulated  

curves with different reduced model 

4   结论 

本文对电力系统非线性微分代数方程进行经验

Gramian 平衡降阶研究，建立了系统非线性动态模

型，分析了所研究问题与控制量选取及降阶对象之

间的关系。为获得更加有效的降阶模型，文中考虑

电力系统状态量及控制量变化特点，提出一种方案

用于确定各状态量和控制量的扰动值，形成包含丰

富系统动态行为信息的经验可观可控 Gramian 矩

阵。仿真验证该方案可行有效。 
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