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大系统特定模式动态降阶方法的误差分析 
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摘要：将大规模电力系统动态降阶方法误差分析扩展到特征根灵敏度，针对特定模式动态降阶的具体模型，结合左右特征向

量，推导了降阶后特征值灵敏度的解析表达式，并将由于复特征根所引起的降阶模型复数表达转化为利于编程实现的实数表

达形式，以减少数值计算误差。根据所得算式实现了降阶后的特征值灵敏度计算。通过与降阶前特征值灵敏度值的比较，分

析了由降阶所引入的灵敏度计算误差。在一 23 机 257 阶算例系统上，比较分析了同一振荡模式在不同降阶规模下的计算误

差，为实际应用中降阶规模的选取提供参考。 
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0  引言 

随着系统规模的不断扩大，特征值计算方法中

收敛性较好的 QR 法出现了“维数灾”[1]。针对大

规模电力系统小干扰稳定性分析出现了许多部分特

征值分析和降阶方法[2-10]，例如基于系统降阶的选

择模式分析法（Selective Modal Analysis）[2]、将特

征值问题转化为非线性方程进行求解的 AESOPS[3]

算法。S-矩阵法[4]和隐式重启动 Arnoldi[5]之类的变

换和处理明显改善了计算特性。文献[6]把系统分成

快速和慢速两部分进行降阶处理。文献[7]针对大系

统中关心的区域，用反幂法确定初值，进而用牛顿

法准确计算特征值和特征向量。文献[8]借助 Cayley
变换，将关键特征值转换为主特征值，用基于稀疏

技术的幂法迭代求解。 
将特征值计算应用于大系统小干扰稳定性分析

时，计算精度与计算速度的问题更为突出。从在线

应用的目的出发，关心的临界模式数量有限，可以

对每个临界模式建立相应的降阶模型[9]。由于临界

振荡模式对应于复特征值，当采用准确降阶表达式

时，降阶矩阵为复矩阵；将降阶矩阵的虚部看作实

部的修正量，采用改进的 Rayleigh 商逆迭代格式可

完成特征值和特征向量的准确修正计算[9]。 
已有的降阶方法较多地关注特征根和特征向

量，能够保证其计算精度[10]。实际应用中特征值灵

敏度也是一项重要指标，并经常应用于阻尼控制器

选址和参数调整等方面。为了进一步扩展降阶模型

的应用范围，应将特征根灵敏度一并考察。尽管直
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观认为降阶保留的电机数越多，误差越小，但仍需

给出定量的分析。 
特定模式降阶模型使系统矩阵的解析表达复杂

化。本文针对特定模式降阶的具体算式，推导了相

应特征值灵敏度的解析表达式，将由复特征根引起

的复数降阶表达式转换为实数形式，以减小数值计

算误差。在一 23 机 257 阶算例系统试算，得到了降

阶前后的灵敏度，比较分析了不同降阶阶数对特征

值灵敏度计算误差的影响，为实际应用中降阶规模

选取提供一定的依据。 

1  系统状态空间方程 

插入式建模技术（Plug-in Modeling Technique，
PMT）[11]形成的系统状态空间方程为 

⎧⎪
⎨
⎪⎩

AX BR ER
Y
X = + +

= CX + DR
           （1） 

式中：X、R、Y 分别为状态列向量、输入列向量和

输出列向量；A，B，C，D，E 为相关系数矩阵。 
系统的特征值从系数矩阵 A 计算确定。各系数

矩阵的详细表达及形成过程见文献[12-13]。 
特征值灵敏度的一般表达为[14] 

T AV Uk
k k

m mK K
λ∂ ∂

=
∂ ∂

         （2） 

其中： mK 代表任意参数； A 为状态方程系数矩阵；

Vk 、Uk 分别为 kλ 的左、右特征向量，且
T

1V Uk k = 。 

2  特定模式的动态降阶 

采用PMT方法可以方便地系统化表达特征值对

任意参数的灵敏度，包括控制参数、运行参数和系

统结构参数等[14]。当在发电机上装设仅包含单个零

增益环节的电力系统稳定器（PSS）时，即 Gm=0，
对系统没有任何影响，而特征值对 Gm 的灵敏度反

映了相应振荡模式与发电机组的相关程度[9]。 
2.1 机组参与度的确定 

对于第 k 个特征值 k k kλ α β= + ，实部 kα 对第 m
个 PSS 增益 Gm的灵敏度[3]可表达为如式（3）指标 

, Gk m

k

m

Sα
α∂

=
∂

                 （3） 

类似地，阻尼比 2 2
k k k kξ α α β= − + 的灵敏度

指标[3]为 

, Gk m

k

m

Sξ
ξ∂

=
∂

                 （4） 

本文采用式（4），即阻尼比的灵敏度来确定不

同发电机的参与程度，划分降阶中的发电机群。 

2.2 方程降阶 

假设 kλ 为 A 阵的一个机电振荡模式，按式（4）
的灵敏度指标对 A 阵进行重新排序。把与 kλ 相关

密切的发电机排在前面，状态空间方程重写为 

1 21 1
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其中：X1是强参与发电机组的状态变量列向量；X2

为其余状态变量列向量。 
对于特定模式 kλ 有 
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由式（5）的第二式解出 X2，代入第一式得到 
1

1 1 2 4 3 1[ ( ) ]X A A A I A Xk kλ λ= -－ －     （6） 
将 1kλ X 重新用 1X 代替，可得 

1 1=X BX           （7） 
其中， 1

1 2 4 3[ ( ) ]B A A A I Akλ= -－ － ，为降阶后的矩阵，

它只包括与此模式密切相关的发电机，I 为相应维

数的单位阵。B 中含有 kλ ，由于实际系统中所关心

的模式 kλ 一般为复数形式，故所得降阶矩阵为复矩

阵，记为 1 2jB B B= + 。 
2.3 降阶实现 

利用 QR 算法求取实部 B1 的特征值和特征向

量，把虚部矩阵 B2 作为实部 B1 的修正量，利用改

进的 Rayleigh 商逆迭代格式进行计算，迭代算式

为[9]： 
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当仅采用原始的 Rayleigh 商格式计算时，计算

精度较低[10]。采用式（8）的改进格式，可以直接

得到比较满意的计算精度[9]。 

3  特征值灵敏度 

在特定模式的不同降阶阶数下，利用式（2）计

算特征值灵敏度，从而比较分析降阶给灵敏度计算

引入的误差。 
特征值灵敏度计算过程中所用左右特征向量为

改进Rayleigh商逆迭代法得到的左右特征向量。 
3.1 降阶矩阵灵敏度的解析表达式 

对于降阶后矩阵，特征值 kλ 的灵敏度表达式为 
T BV U

G G
k

r r
m m

λ∂ ∂
=

∂ ∂
          （9） 
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式中：Vr、Ur为降阶后的左、右特征向量；
m

∂
∂

B
G

为降阶后的矩阵对 PSS 增益的偏导数。利用式（6）
和式（7）将式（9）中降阶矩阵偏导数的表达式展

开可得 
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其中，A1、A2、A3 和 A4 为由原矩阵所得的分块矩

阵。 
式（10）为降阶后特征值灵敏度的解析表达式，

由于右侧也含有
k

m

λ∂
∂G

项，可通过相应算法求解，例

如迭代计算等。本文重点考察特征值灵敏度的误差，

等式右边的
k

m

λ∂
∂G

用降阶前系统的准确值代替。 

3.2 复矩阵求逆 

在式（10）右侧，三项中均含有 1
4( )kλ

−−A I ，

由于 kλ 为复数，涉及到复矩阵求逆。 
设逆矩阵为 C + jD，则有 

4( j )( j ) j0k kα β− − + = +A I I C D I    （11） 

重新整理可得 

4
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由于 C、D 仍为矩阵，可利用解线性方程组的

稀疏技术因子表法快速逐列求解。 
3.3 实数表达式 

为了减小计算过程的累计误差，将式（9）中

的
m

∂
∂

B
G

转化为易于编程实现的实数表达形式。式

（9）可以记为 
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其中， r

m
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B
G

和 i

m

∂
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B
G

为降阶后系数矩阵的实部和虚

部对 PSS 增益的偏导矩阵。 
将 1

4( )kλ
−−A I 记为 C+ jD，式（13）中降阶后

系数矩阵的偏导数可由式（10）得到，实部为 
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虚部为 
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（15） 
3.4 计算步骤 

计算步骤简述如下： 
（1）利用 PMT 方法根据式（2）计算降阶前

系数矩阵 A 对各 PSS 增益的灵敏度，作为降阶后误

差分析的比较依据。 
（2）选定特定模式；设定阻尼比门坎值，对

发电机分群，按式（4）~式（7）进行系统降阶；

用 QR 法求解降阶矩阵实部的特征值；把虚部作为

修正量，利用式（8）进行迭代求解，得到准确的特

征值 kλ 及相应的左、右特征向量 Vr、Ur。 
（3）利用式（4）对原始系数矩阵的偏导数矩

阵进行分块。 
（4）利用式（10）、（14）和式（15）计算降阶

后特征值对各 PSS 增益的灵敏度。 
调整阻尼比门坎值，可改变发电机的分群情况，

实现不同规模的降阶。重复步骤（2）~（4），计算

相应灵敏度。 

4  具体算例下的误差分析 

对完整 A 矩阵的特征值及灵敏度计算，采用已

有的 PMT 建模技术和 QR 分解法。对降阶矩阵的特

征值灵敏度计算另行编程，并充分采用稀疏技术。

所有程序在 Visual Fortran6.5 下实现。 
由于选用 QR 法得到的特征值灵敏度作为比较

依据，本文从某实际系统中截取一部分，包括 23
台发电机。所有发电机采用 6 阶模型，均配有励磁

调节和原动机控制系统，状态矩阵为 257 阶。 
根据灵敏度指标对发电机组进行分群，针对特

定模式进行降阶处理，迭代计算降阶矩阵的特征值、

特征向量和特征值灵敏度。 
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表 1 为降阶前由 QR 法求出的部分机电振荡模

式及阻尼比，表中所列为实部较小接近临界状态的

部分机电振荡模式，以下仅取部分较不稳定的机电

模式进行比较分析。 
表 1 部分机电模式 

Tab.1 Part electromechanical modes 

模式 α β ξ 

196 －0.550 191 749 7.687 357 840 0.071 388 375 

204 －0.463 988 449 8.098 533 441 0.057 199 097 

222 －0.388 977 556 8.001 117 902 0.048 558 053 

226 －0.362 500 130 7.181 363 324 0.050 413 712 

254 －0.063 385 773 5.197 105 896 0.012 195 453 

4.1 254λ 的灵敏度误差比 

表 2 为灵敏度值，表 3 和 4 给出了灵敏度误差。 
表 2 为不同降阶阶数下特征值 254λ 实部对 PSS

增益的灵敏度。第 1 行为各 PSS 增益求的编号，第 

2 行为降阶前 254λ 对 PSS 增益的灵敏度，并作为比

较的依据。第 1 列为降阶方案，分别保留 
a：4 台   b：8 台  
c：14 台  d：17 台 

发电机，其中括号内为相应状态矩阵降阶后的阶数；

第 2~5 列为不同降阶阶数下，该特征值对第 1 台、

第 5 台、第 8 台、第 22 台发电机上 PSS 增益的灵

敏度。由于计算值数据较多，以后各表中仅列出灵

敏度误差，数据含义可参考表 2。  
表 3 为不同程度降阶阶数下特征值 254λ 实部对

PSS 增益的灵敏度的误差。对比表 3 中每列数据可

以看出，对于单个发电机上装设的 PSS，随着降阶

保留发电机个数的增加，灵敏度实部的误差逐渐降

低，并且最大误差为 10-2 数量级。 
表 4 为不同降阶阶数下特定模式 254λ 虚部 PSS

增益的灵敏度的误差。所得结论同表 3。 

表 2 不同降阶阶数下 254λ 实部的灵敏度 

Tab.2 Sensitivities of real part of 254λ under different reduced order numbers 
 GPSS1 GPSS5 GPSS8 GPSS22 

降阶前 －1.040061681898821E-002 －1.036063527287254E-002 1.37831127109318 19.0060469813919 

4 台（48） －9.739676340769643E-003 －9.644006817209260E-003 1.50933005642011 20.6614277172526 

8 台（92） －1.003867496712614E-002 －9.739652112354622E-003 1.51401988128844 20.5916793731196 

14 台（159） －1.020286602540506E-002 －9.320548188640296E-003 1.41265994549916 19.2155167762192 

17 台（192） －1.023649274373198E-002 －9.780842954178935E-003 1.39129093639889 19.0346832893153 

表 3 不同降阶阶数 254λ 下实部对部分 PSS 增益灵敏度的误差 

Tab.3 Errors of sensitivities for real part of 254λ  under different reduced order numbers  

 GPSS1 GPSS5 GPSS8 GPSS22 

4 台（48） －6.3548200E-2 －6.9168389E-2 9.5057472E-2 8.7097582E-2 

8 台（92） －3.4800037E-2 －5.9936784E-2 9.8460060E-2 8.3427784E-2 

14 台（159） －1.9013372E-2 －5.7863375E-2 2.4920840E-2 1.1021218E-2 

17 台（192） －1.5780225E-2 －5.5961078E-2 9.4170784E-3 1.5066946E-3 

表 4 不同降阶阶数下 254λ 虚部对部分 PSS 增益灵敏度的误差 

Tab.4 Errors of sensitivities for imaginary part of 254λ under different reduced order numbers  
 GPSS1 GPSS5 GPSS8 GPSS22 

4 台（48） －9.6165844E-2 －8.3676832E-2 －5.6929349E-2 －0.1315109024 

8 台（92） －9.9659391E-2 －8.9911631E-2 －5.4239939E-2 －9.7142912E-2 
14 台（159） －2.8809106E-2 －2.2003576E-2   8.9417883E-3 －4.5378910E-2 

17 台（192） －1.1420996E-2 －8.5699972E-3   8.0901295E-3 －2.4731904E-2 

 
4.2 196λ 的灵敏度误差比较 

表 5 为不同降阶阶数下 196λ 实部对部分保留发

电机 PSS 增益灵敏度的误差。对振荡模式 196λ ，分

别保留 

a：3 台    b：7 台 
c：12 台   d：18 台 

发电机，计算特征值灵敏度的误差。可以看出，实

部误差随保留发电机数的增多逐渐减小，与表 3 观
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察的一致。 
    从表 6 同样可以得出 4.1 节的结论。 
表5 不同降阶阶数下 196λ 实部对部分PSS增益灵敏度的误差 

Tab.5 Errors of sensitivity for real part of 196λ under different 
reduced orders 

 GPSS8 GPSS11 GPSS12 

3 台（36） －5.8733429E-2 7.0697927E-2 －4.2214737E-2

7 台（82） －5.1626763E-2 7.0057924E-2 －1.4121852E-2

12 台（136） －3.1180356E-2 4.5829088E-2 －5.0901628E-3

18 台（202） －2.3840349E-2 1.2798642E-2 －2.2786715E-3

表6 不同降阶阶数下 196λ 虚部对部分PSS增益灵敏度的误差 

Tab.6 Errors of sensitivity for imaginary part of 196λ under 
different reduced orders 

 GPSS8 GPSS11 GPSS12 

3 台（36） 0.364 349 543 4.6331930E-2 0.101 569 66

7 台（82） 0.147 940 107 2.4193264E-2 8.5339819E-2

12 台（136） 3.434 7327E-2 5.9277242E-3 3.3180937E-2

18 台（202） 2.5941790E-2 5.3436062E-3 9.9602337E-3

4.3 小结 

（1）本文分析比较了特定模式降阶模型下特

征值灵敏度的误差情况。不同程度的降阶模型下，

所得灵敏度误差呈现一定的规律，即降阶保留的

发电机数越多，特征值灵敏度的误差越小，大约

在 10－2～10－3 数量级。 
（2）几乎所有降阶方法都存在计算误差。本文

所用模型误差较小，应该不大于其他方法，故主要

误差为计算舍入误差。 

5  结论 

本文针对大型电力系统特定模式动态降阶的具

体模型，确定了降阶后特征值灵敏度的解析表达式。

计算了降阶后的特征值灵敏度，实现了降阶引起的

灵敏度累计误差的计算。在一具体算例上比较分析

了同一振荡模式下不同降阶阶数灵敏度的计算误

差，为实际应用中降阶模型选取提供一定的依据。 
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