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电力系统非线性振荡模态分析 

王宇静，于继来 

（哈尔滨工业大学电气工程系，黑龙江 哈尔滨 150001） 

摘要：利用 Carleman 线性化原理研究电力系统非线性振荡稳定性问题，通过分析得到了二阶及二阶以上电力系统动态方程

解析解的表达式。通过 Carleman 线性化分析方法得到了系统的非线性高阶模态，可以用于研究电力系统的非线性动态特性

及大干扰下系统的稳定性，揭示了非线性模态相关性对系统动态特性的影响。同时将线性模态参与因子的概念扩展到非线性

模态中，定量地衡量各振荡模式之间的非线性相关作用。通过 36 节点系统的仿真计算与 Prony 分析结果进行了对比。通过

Carleman 线性化方法分析电力系统非线性模式之间的相互作用，可以在小干扰稳定和传统的线性化分析基础上更加深入地

理解非线性系统的动态特性, 为分析大干扰和强非线性情况下系统的稳定性和动态特性提供了一种新的手段。 
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Abstract：The stability of power system with nonlinear oscillations is analyzed by using Carleman linearization theory. The explicit 
second order and high order solutions of the power system dynamics are obtained. The nonlinear high order modes of the system are 
calculated by Carleman linearization, which can be used to analyze the stability of the power system with large disturbances, as well as 
the nonlinear dynamical characteristics. Influences of the nonlinear mode correlations on the dynamical characteristics are studied. The 
concept of participation factor is extended from linear mode to nonlinear mode, and the interactions between different oscillation modes 
are evaluated. Epri-36 simulation results, compared with that of the Prony analysis, show the efficiency of the proposed method. By 
analyzing the interaction between nonlinear modes of power system through Carleman linearization theory, the dynamic characteristic 
of nonlinear system could be more clearly understood than small signal stability method and conventional linearized analysis. Carleman 
linearization theory provides a new method for studying the stability and the dynamic behavior under large disturbance and nonlinear 
condition. 
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0  引言 

随着电力系统规模的日益扩大，互联电网引发

的低频振荡问题己成为危害电力系统安全运行、制

约电网传输能力的主要瓶颈[1]。长期以来，人们都

是通过小扰动分析和线性化处理来研究低频振荡问

题，基于传统线性化方法设计的电力系统稳定器

（PSS）得到了广泛的应用[2]。线性化特征分析能够

得到系统的基本模态，并给出了振荡模式和相关因 
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子的概念。然而，电力系统本质上是一个复杂的非

线性系统，其动态特性由非线性代数微分方程描述，

而线性化稳定性分析方法无法考虑非线性结构特性

对系统动态特性和稳定性的影响，因此本身存在缺

陷。对于规模较大的电力系统来说，即使在小干扰

作用下，系统也会呈现出较强非线性特性，因此仅

采用线性化分析方法会严重影响系统控制器设计的

准确性和有效性。而时域仿真方法虽然可以得到系

统的非线性信息，但无法定量分析状态变量及系统

参数与扰动之间的关系，难以揭示系统失稳的根源

和制定合理的控制策略。 
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为解决上述问题，国内外一些学者采用向量场

正规形（normal form）理论来分析非线性系统在大

干扰下的动态特性[3~7]，并取得一定的研究成果。正

规形方法通过数值求解向量场非线性正则变换系

数，实现了非线性向量场的正则变换，最终得到电

力系统状态方程的二阶解析解，使大干扰下系统稳

定性的研究可以在二阶模态空间来完成。 
本文应用 Carleman 线性化方法[8-10]分析电力系

统受扰动后在平衡点附近的非线性动态特性。通过

Carleman 线性化计算，原非线性系统可以等效为一

个线性系统，通过求解等效后的线性系统可以获得

原非线性系统的解析解，并通过对等效后的线性系

统进行模态分析来揭示原非线性系统的模态间相互

作用机理以及小扰动分析无法解释的一些物理特

性。在此基础上，进一步研究线性模式与非线性模

式以及状态变量间的非线性相关作用，探索小扰动

稳定与大干扰稳定之间的联系，以及低频振荡的线

性模式在大干扰稳定中充当的角色和作用。并给出

非线性相关因子的计算方法和识别主导振荡模式的

指标。  

1  Carleman 线性化 

1.1 Kronecker 积 

定义 1[11]：对给定的矩阵 n m×∈A R 和 s t×∈B R ，

它们的 Kronecker 积定义为： 
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对于向量 T
1 2[ , , , ]nx x x=x ，可知： 
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定理 1[11]：设 rλ 和 xr ( 1,2, ,r m= )分别为m阶

矩阵 A 的特征值及对应的特征向量； sμ 和

ys ( 1, 2, ,s n= )分别是 n 阶矩阵 B 的特征值及对应

的特征向量。则 ⊗A B 的特征值是m n× 个值 r sλ μ ，

其 对 应 的 特 征 向 量 为 x yr s⊗ ， 1, 2, , ,r m=  
1, 2, ,s n= 。 n m⊗ + ⊗A I I B 的 m n× 个特征值为

r sλ μ+ ，其对应的特征向量是 x yr s⊗ ， 1,2, ,r m= ， 
1,2, ,s n= 。 
矩 阵 n m⊗ + ⊗A I I B 称 为 矩 阵 A 和 B 的

Kronecker 和。 
1.2 系统模型 

对有 n 台发电机的电力系统，其系统数学模型

可以表示为式（3）： 
 ( )=X f X  （3） 
式中：X 是 n 维状态向量； : n n→f R R 为一个光滑

向量场， n 为该系统的总阶数。 
将式（3）在扰动后的稳定平衡点附近进行

Taylor 级数展开可以得到式（4）： 
 1 2 3( ) [ ] [ ] . . .H O T= + ⊗ + ⊗ ⊗ + +f x Α x A x x A x x x （4） 

其中： kn m
k

×∈A R ； = Δx X ；
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，

1, 2,k = …； 1A 为系统雅可比矩阵； 2A 为系统海森矩

阵； . . .H O T 为高阶项。 
令 
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则展开后的系统状态方程可以表示为： 
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只保留式（5）的前 N 阶项，得到 

 ( )

1

N
k

k
k=

= ∑x A x  （6） 

由 Kronecker 乘积的定义可得 
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由式（7）可知， (2)x 与除 (1)x 外的 (2) ( ), , Nx x 之

间满足微分关系。依此类推，继续依次对 ( )jx 求导

（ 1, 2, ,j N= ），可得： 
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其中： 1,k k=A A ，当 1j > 时， 
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定义
T(2) ( ), , ,x x x x N⊗ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ，其中 

2dim( ) NM n m m⊗ = = + + +x  
我们可以得到一个与原始非线性模型（4）相似

的有限维线性微分方程 
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（10） 
其中：A为变换后的M M× 维状态矩阵，具有上三

角结构，其中的元素 11A 即原非线性系统（4）的线

性化部分 1A ，其余元素则反映了原系统的非线性特

征，式（10）称为式（4）的截断 Carleman 线性化

方程。 

2  非线性模态分析 

下面我们对截断 Carleman 线性化方程（10）进

行模态分析，并通过与线性化分析方法结果的对比

来认识线性和非线性模态在系统动态行为中究竟起

到哪些作用。 
首先求取 A 的特征值。由于 A 是上三角矩阵，

于是有 
 1 2

11 21 1 0N
Nλ λ λ λ− = − − − =I A I A I A I A （11） 

其中： 11A 的特征值 1
1 2[ , , , ]nλ λ λ λ= 是线性化系统

的特征值，同时由式（8）可知 21A 的特征值满足 

 2 2
21 11 11( ) 0I A I A I I Aλ λ− = − ⊗ + ⊗ =   （12） 

由定理 1 可知， 21 11 11= ⊗ + ⊗A A I I A 的特征值为
2

r sλ λ λ= + ， 1,2, ,r n= ， 1,2, ,s n= 。依此类推 
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的特征值为 N
r s tλ λ λ λ= + + + ， 1,2, ,r n= ，

1,2, ,s n= ， 1,2, ,t n= 。因此可得到 A 的特征值

为 rλ ， , ,r s r s tλ λ λ λ λ+ + + + ， 1,2, ,r n= ，

1,2, ,s n= ， 1,2, ,t n= 。 
设 A 的右特征向量为 U ，左特征向量为

1−=V U ， 1 2diag( , , , )Λ Nλ λ λ= … 。在初始条件 (0)⊗x
已知的情况下，可以得到变换后系统的自由响应为 

 ( ) e (0)tt⊗ ⊗= Λx U Vx  （13） 

以及原始系统的高阶解析解 
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其中，t 为时间变量。 
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式（14）第一项中 1
jλ 代表系统的基本线性模式，

第二项中 2
k r sλ λ λ= + 为二阶复合模式，第三项中

3
m r s tλ λ λ λ= + + 为三阶复合模式。由此可以得出以

下结论：线性系统受到激励后只显示出本身的固有

模式，而受到激励的非线性系统的输出模式中不仅

包含线性模式，并且包含其他非线性模式，即固有

模式 1 2, , , nλ λ λ 间的线性组合模式。 

3  非线性模式的参与因子 

线性参与因子 kip 是模式分析中一个非常重要

的概念，他代表第 k 个状态变量对第 i 个模式的参

与程度。在选择模式法和部分特征值分析方法中，

可以通过参与因子对低频振荡模式进行判别，在抑

制低频振荡问题中，也根据参与因子 kip 值决定在哪

一台机上安装PSS以抑制某一个低频振荡模式。其

定义为：当初始状态向量
T

0 k=x e （ ke 中除第 k 个

元素为1外，其他元素为0） 时，第 k 个状态变量 kx
的大小。可以通过式（18）计算得到。 
 ki ki ikp u v= ×  （18） 

则第k 个状态变量可用参与因子表示为： 

1
( ) i

n
t

k ki
k

x t P eλ

=

= ∑        （19） 

同样地， 令 T
0 k=x e ，则 T(2) ( )

0 , , , N
k k k

⊗ ⎡ ⎤⎣ ⎦x e e e ，

可以扩展线性参与因子的概念，得到包含非线性高

阶项影响的参与因子： 
 2, ,( )ki ki ik i k n k i k n k n kp u v v v× + × + × +

= × + +  （20） 

其中： ikv 、 ,i k n kv × + 、 2,i k n k n kv
× + × +

和 kiu 分别是截断

Carleman 线性化方程状态矩阵 A 的左右特征向量
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V 、U 中第 i 行第 k 列、第 k n k× + 列和第 2k n× +  
k n k× + 列元素； kip 的模值不仅能够衡量第 k 个状

态变量对线性模式的非线性参与程度，也可以度量

状态变量对合成的非线性模式的参与程度。而如果

只在系统平衡点利用传统线性化方法进行分析，这

些非线性特征信息是无法得到的。 

4  仿真分析 

本文以中国电力科学研究院综合稳定程序中

的 8 机 36 节点系统为仿真算例，系统结构如图 1
所示，发电机采用 qE′恒定的二阶模型，负荷为恒阻

抗，系统总阶数共 16 阶。仿真一假定故障为 30 号

母线 0 s 时刻发生三相瞬时接地短路，切除时间为

0.2 s。此时，用 PSASP 稳定程序计算的系统是稳定

的。系统小扰动分析的计算结果如表 1 所示，只选 
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图 1 EPRI-36 节点电网结构图 

Fig.1 The single-line diagram of EPRI 36 nodes’ system 

表 1 系统低频振荡模式 

Tab.1 System inertial modes 

序号 
状态 

变量 

相关 

因子 
特征值 频率／Hz 阻尼/%

1，2 δ6，ω6 0.50 −1.49±22.94i 3.66 6.50 

3，4 δ2，ω2 0.44 −1.69±10.53i 1.70 15.90 

5，6 δ7，ω7 0.08 −0.62±7.44i 1.19 8.39 

7，8 δ3，ω3 0.28 −1.16±9.65i 1.55 11.96 

9，10 δ8，ω8 0.13 −1.07±9.03i 1.45 11.84 

 δ7，ω7 0.10    

11，12 δ5，ω5 0.41 −0.65±6.49i 1.03 10.01 

 δ1，ω1 0.25    

 δ8，ω8 0.10    

13，14 δ4，ω4 0.45 −0.67±4.96i 0.79 13.43 

 δ7，ω7 0.31    

 δ8，ω8 0.23    

择振荡频率大于 0.1 Hz，衰减阻尼比小于 20%的模

态输出。此系统是一个典型的具有多个低频振荡模

式的系统，特征根 11～14 反映了典型的区域间振荡

模式，区域振荡频率为 1.04 Hz 和 0.80 Hz。 
由上面的 Carleman 线性化分析可知，n机系统

可以得到不止 2 1n − 个振荡模式，因为模式之间会

合成出新的模式。例如： 10λ 和 11λ 之间产生了频率

为 0.49 Hz，阻尼比为 56.07%的新模式， 11λ 和 13λ 之

间产生了频率为 1.83 Hz，阻尼比为 11.45%的新模

式。Carleman 线性化计算得到的模式分布图如图 2
所示。 
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图 2 稳定仿真的模式分布图 

Fig.2 Modes distribution of stable simulation 

仿真二适当调整图 1 所示发电机参数和负荷，

使之成为一个存在负阻尼的系统。小扰动稳定计算

所得特征值为： −1.49±26.93i 、 −1.69±10.84i 、
−0.15±5.21i、0.39±6.93i、−0.40±7.34i、−1.06±8.93i
和 0.49 ±10.36i。PSASP 的时域仿真结果是失稳的。

由于模式合成时是实部相加，因此在小扰动计算稳

定的情况下，非线性部分振荡模式的阻尼比线性模

式要强一些。当系统本身存在负阻尼时 （某些特征

根实部大于零），在扰动较大的情况下，系统将表现

出明显的非线性特性，实部为正的线性模态与其他

模态的叠加将会使阻尼状况严重恶化，导致系统失

稳解裂。仿真二中，由 Carleman 线性化计算得到的

模态分布图如图 3 所示。可以看到，合成的新模态

比原有的线性模态更加严重地偏离虚轴，非线性模

态分析的结果显示，系统的实际稳定状况要比线性

分析更加严峻。 
设 BUS30 在 0 s 时发生三相短路故障，0.28 s

时故障消除，以 BUS19−BUS30 之间的有功功率进

行 Prony 分析[12]，其结果见表 2。由表 2 可看出，

当采用 10 阶 Prony 分析时，其结果已显示主要频

率成分中除了有小扰动分析中的 0.79 Hz 和 1.03 Hz
以外，还出现了一些新的频率成分，这种现象可以
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用模态合成理论给予解释，说明 Carleman 线性化分

析中得到的新的振荡模式的确是存在的，随着非线

性的不断增强，这种趋势将会愈发明显。 

-4 -3 -2 -1 0 1 2
-60

-40

-20

0

20

40

60

Re

Im

 
图 3 不稳定仿真的模态分布图 

Fig.3 Modes distribution of unstable simulation 

表 2 Prony 分析结果 

Tab.2 The results of Prony analysis  
振幅 衰减 频率/Hz 阻尼比/%

0.86 −0.81 0.79 16.55 

0.80 −0.58 1.03 9.15 

0.021 −0.86 2.12 6.49 

160.92 −27.51 1.68 93.37 

103.52 −24.71 4.88 61.86 

1.75 −3.70 1.93 29.22 

0.03 −2.71 4.67 9.21 

0.01 −1.92 3.49 8.71 

0.01 −3.24 4.02 12.70 

0.01 −2.81 2.82 15.66 

5  结论 

本文应用 Carleman 线性化方法对电力系统低

频振荡进行了稳定性分析。在系统平衡点附近对原

非线性系统模型进行高阶泰勒级数展开，在此基础

上通过 Carleman 线性化方法得到了系统响应的高

阶解析解。与小扰动分析方法相比，采用 Carleman
线性化分析方法所得到的结果包含了更多的电力系

统非线性动态信息，更有利于分析、理解电力系统

低频振荡的本质。扩展的非线性相关作用系数和非

线性模态相关因子的概念，建立了小扰动稳定和大

扰动稳定之间的联系。该方法简便实用并适用于多

种复杂电力系统，可以从另一个角度解释以往的稳

定性分析中无法涉及的一些现象，为电力系统稳定

性分析提供了一种新的手段和研究方法，对非线性

振荡的分析、预防和控制具有重要意义。 
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