
第 38 卷 第 17 期                         电力系统保护与控制                                  Vol.38 No.17 
2010 年 9 月 1 日                      Power System Protection and Control                             Sept. 1, 2010 

基于自动微分技术的电力系统状态估计算法 
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摘要：在常规状态估计模型的基础上，结合自动微分(Automatic Differentiation，AD)技术讨论了一种应用 AD技术的状态

估计算法。该算法将 AD技术分别应用于加权最小二乘状态估计和非线性加权最小二乘状态估计中，利用 AD自动生成量测函

数的雅克比矩阵和海森矩阵。与传统的手工推导微分解析表达式再编写相应的微分代码方法相比，该方法有效避免了截断误

差，显著提高了计算效率。结合 IEEE 三个标准算例进行了仿真，分别对运行时间和目标函数值进行了比较，验证了算法的

有效性。 

关键词：电力系统；状态估计；自动微分；非线性最小二乘；ADOL-C 

State estimation of power systems with automatic differentiation technology 

YE Fang1, WEI Zhi-nong1, SUN Guo-qiang 1, LIU Bing2 
（1. School of Energy and Electrical Engineering，Hohai University，Nanjing 210098，China； 

2. Training Center，East China Grid Company Limited，Shanghai 200438，China） 

Abstract：A state estimation algorithm of power system is discussed combining with automatic differentiation(AD) technology The ．

AD technology is applied to weighted least squares state estimation and nonlinear weighted least squares state estimation 
respectively．Comparing with traditional method which needs to deduce differentiation expression before writing computer codes t， he 
truncation error is avoided effectively and the computation efficiency is improved observably when Jacobian and Hessian matrix of 
measurement function are built automatically using AD．The results of three IEEE test systems demonstrate the effectiveness of the 
proposed approach in terms of comparisons of computing time and the value of objective function． 
    This work is supported by National Natural Science Foundation of China (No.50877024). 

Key words：power system；state estimation；automatic differentiation；nonlinear least square method；ADOL-C 

中图分类号： TM71    文献标识码：A        文章编号： 1674-3415(2010)17-0091-05

0  引言 

随着电网规模的不断扩大，电力系统的结构和

运行方式日趋复杂，电力系统调度中心的自动化水

平也需要逐步由低级向高级发展，因此能量管理系

统（Energy Management System，EMS）得到了广

泛的应用。状态估计软件是 EMS 的核心软件，基

于电网的结构、参数以及实时量测，为其他高级应

用软件提供一个可靠而完整的电力系统实时数据

库，是电力系统运行、控制和安全评估等方面的基

础，因此研究实用的状态估计算法具有重要的现实

意义[1-2]。 
 

基金项目： 国家自然科学基金资助项目(50877024) 

状态估计中量测函数是状态矢量的非线性矢量

函数，过去往往采取将非线性函数泰勒级数展开并

取至一次项，即化为线性模型来处理，从而忽略了

模型的非线性程度。文献[3]采用双一次项展开方

法，保留了泰勒级数的二阶项，提出了非线性最小

二乘法，并将其应用到状态估计中，表明了该方法

的可行性。 
在状态估计中，形成雅克比（Jacobian）矩阵和

海森（Hessian）矩阵最直接的方法是手工对量测函

数的解析表达式进行微分，然后编写微分代码。手

工编写微分代码的工作过于繁琐且容易出错，自动

微分（Automatic Differentiation，AD）技术的出现

克服了这个缺点，它是计算机数值计算和分析领域

内的一项完全崭新的技术。AD 将微分定义为代数
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运算，与其他微分方法（如数值微分、符号微分）

相比，它可以自动计算函数的任意阶导数，而且避

免了截断误差。目前 AD 技术已经在电力系统潮流

计算、灵敏度分析及最优潮流计算等方面得到了应

用[4-8]。 
本文旨在研究基于 AD 技术的电力系统状态估

计算法，在经典加权最小二乘法的基础上，结合 AD
技术，将基于运算符重载的 ADOL-C 自动微分工具

分别应用于加权最小二乘（Weighted Least Squares，
WLS）状态估计和非线性 WLS 状态估计中。算例

仿真表明，这两种算法用 AD 技术替代传统的手工

编写微分代码计算 Jacobian 矩阵和 Hessian 矩阵，

简单易行，具有更高的计算效率。 

1  AD 技术[9-11] 

1.1 基本原理 

微分运算是目标优化、非线性系统求解、灵敏

度分析等热点课题中的关键技术之一。1961 年

A．Robinson 引入“无穷大量”和“无穷小量”，建

立了“非标准分析”理论，提出在实数的延拓空间

中，微分可以定义为代数运算。这种思想同计算机

技术相结合就形成了“自动微分”技术。 
AD 技术依赖于以下事实，无论函数多么复杂，

总是由一系列基本操作序列组成，如四则运算（加、

减、乘、除），基本函数（三角函数、指数函数等）。

下面举例说明： 
1 2

1 2( ) sin ex xf x x x= +        （1） 
将式（1）所示的函数通过引入独立变量和中间

变量分解成一系列的基本运算，如表 1 所示。 
表 1 独立变量和中间变量 

Tab.1 Independent and intermediate variables 
独立变量 中间变量 

1x  3 2sinx x=  

2x  314 xxx =  

 215 xxx =  

 5
6

xex =  

 647 xxx +=  

 7xy =  

由此在已知独立变量的值之后，自顶而下就可

以得到函数的精确值 y。 
给定 1x&、 2x&，通过使用微分计算的链式法则，

AD 技术可以以完全机械的方式得到函数的微分，

而且不含截断误差。目前 AD 技术有两种模式：正

模式和逆模式，它们的区别在于怎样运用链式法则

计算传递函数。 
正模式传递中间变量关于独立变量的导数，直

接按照表 2 左栏自上而下求得函数的导数 y&。 
逆模式传递最终结果关于中间变量的导数，先

求得函数值 y ，再按照表 2 右栏自下而上计算函数

的导数 y&。 
表 2 正模式和逆模式 

Tab.2 Forward and reverse phases 
正模式 逆模式 

223 )cos( xxx && ⋅= 32,322 pxpp ⋅+=

31314 xxxxx &&& += 41,411 pxpp ⋅+=

43,433 pxpp ⋅+=

21215 xxxxx &&& += 51,511 pxpp ⋅+=

52,522 pxpp ⋅+=

566 xxx && ⋅=  65,655 pxpp ⋅+=

647 xxx &&& +=  
74,744 pxpp ⋅+=

76,766 pxpp ⋅+=

7xy &&=  17 =p  

表 2 中，
j

i
ji x

x
x

∂
∂

=, ，
i

i x
yp

∂
∂

= 。 

1.2 AD 工具 

现在存在两种自动微分的实现方法：源代码变

换方法和运算符重载方法。源代码变换是显式的重

写源代码以得到导数代码的方法，代表软件有

ADIC 和 ADIFOR。运算符重载利用了 C++等高级

语言中操作符重载的机理，通过重载每个操作以达

到计算偏导数和根据链式法则传递导数的目的，代

表软件有 ADC 和 ADOL-C。基于运算符重载的 AD
工具没有代码生成，很容易保留源程序的语义和原

语言的语法，避免了源代码变换 AD 中复杂的宏指

令，使用方便灵活。 
ADOL-C 是由 Dresden 技术大学科学计算学院

开发的自动微分系统，使用运算符重载的方法对

C++程序进行自动微分，能够以正模式和逆模式计

算任意阶导数。基于以上优点，本文选择 ADOL-C
工具进行微分计算。 

2  电力系统状态估计模型 

状态估计是 EMS 的重要组成部分，在电力系

统运行控制中起着举足轻重的作用。目前状态估计

算法可以分为两大类[1,12]：一种是高斯型最小二乘

的总体算法，如 WLS 法，快速分解法，量测量变
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换法等；另一种是卡尔曼型逐次估计算法。其中

WLS 法是状态估计的最基本算法，该算法模型简

单，收敛性能好，估计质量高，是目前应用最广泛

的算法之一，因此本文在 WLS 法的基础上进行算

法研究。 
2.1 WLS 状态估计的数学模型 

在给定网络接线、支路参数和量测系统的条件

下，电力系统状态估计的非线性量测方程为： 
        ( )z h x v= +                 （2） 

式中： z为量测量，一般为节点电压幅值、节点注

入功率和支路功率； ( )h x 为量测函数，由满足电路

基本定律，如基尔霍夫定律、功率方程所组成； x
为 n维系统状态变量，一般取各节点的复电压，用

直角坐标表示为电压的实部和虚部； v为量测随机

误差，假设其服从均值为零、方差为 2σ 的正态分布。 
设 R是以 2

iσ 为对角元素的量测误差方差阵，

状态估计问题就是求使目标函数 
1( ) ( ) ( )x z h x R z h xJ Τ −=[ - ] [ - ]     （3） 

达到最小时 x的值。 
通过对量测函数 ( )h x 进行线性化假设，即对

( )h x 进行泰勒级数展开并忽略二次以上非线性项，

可以得到 WLS 状态估计的迭代公式如式（4）： 
( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1

( )

( 1) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ[ ( ) ( )] ( )
ˆ             [ ( )]

ˆ ˆ ˆ

k k k k

k

k k k

Τ − − Τ −

+

⎧Δ = ×
⎪

−⎨
⎪ = + Δ⎩

x H x R H x H x R
z h x

x x x

 （4） 

式中：（k）表示迭代序号；H 为量测函数的 Jacobian
矩阵。 
2.2 非线性 WLS 状态估计的数学模型 

文献[3]对量测函数采用双一次项展开的方法

取至泰勒级数的二阶项，建立非线性状态估计的数

学模型。 
式（3）由极值函数有 

1ˆ ˆ( ) [ ( )] 0Τ − − =H x R z h x         （5） 
令 0x 是 x的某一近似值，将 ˆ( )H x 和 ˆ( )h x 在

0x 附近泰勒级数展开并取至一次项，得 

0 0

0 0

ˆ( ) ( ) ( )
ˆ( ) ( ) ( )

H x = H x +W x x
h x = h x + H x x

Δ⎧
⎨ Δ⎩

      （6） 

式中：
( )h xH
x

∂
=

∂
；

2 ( )h xW
x xi j

∂
=

∂ ∂
，（ , 1,2, ,i j n= L ）。 

将式（6）代入式（5），可得： 
1 1 1[ ] [ ] [ ]Τ − Τ − Τ −Δ = Δ + Δ Δ − ΔH R H x H R z W x R z H x  

（7） 

式中， 0( )z z h xΔ = - 。 
式（7）等号右边Δx仍然存在，无法直接求解，

这里将等式右边的 Δx 用
1 1 1H R H H R zΤ Τ Δ- - -[ ]

代替，由此得到非线性 WLS 状态估计的迭代公式： 
( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1
1

( )

( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )
2 1

1 ( ) 1 ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1 2

( 1

ˆ ˆ ˆ ˆ[ ( ) ( )] ( )
ˆ             [ ( )]

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ ( ) ( )] [ ( ) ]

ˆ ˆ ˆ             [ ( )] ( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ

k k k k

k

k k k k k

k k k

k k k

k

Τ − − Τ −

Τ − − Τ

− −

+

Δ = ×

−

Δ = Δ ×

⎡ ⎤− − Δ⎣ ⎦
Δ = Δ + Δ

x H x R H x H x R

z h x
x H x R H x W x x

R z h x R H x x

x x x

x ) ( ) ( )ˆ ˆk k

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪ = + Δ⎩ x x

（8） 
由式（8）可以看出，若

( )
2ˆ kΔx 为零，则式（8）

即为 WLS 状态估计的迭代公式。 

3  AD 技术在状态估计中的应用 

在电力系统状态估计中，需要形成量测函数的

Jacobian 矩阵和 Hessian 矩阵。传统的处理方法是手

工推导出 Jacobian 矩阵和 Hessian 矩阵各元素的解

析表达式，然后根据表达式编制出计算机程序。 
下面以节点电压幅值量测 iV 、节点注入有功功

率量测 iP 以及支路始端有功功率量测 ijP 为例，手工

推导其 Jacobian 矩阵和 Hessian 矩阵各元素的解析

表达式。 
3.1 Jacobian 矩阵 

i
i

i e
e

V
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2
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∂

∂
                 （9） 
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ii
j

ij bfge
e
P

−−=
∂

∂
             （17） 

ii
j

ij begf
f
P

+−=
∂

∂
             （18） 

式中： ji ee , 为节点 ji, 的电压实部； ji ff , 为节点 ji,

的电压虚部； BG, 为导纳矩阵的实部、虚部； bg, 为

线路电导、电纳。 
由此可见，在直角坐标系下，Jacobian 矩阵的

元素均是可变元素。 
3.2 Hessian 矩阵 

22
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              （25） 

由此可见，在直角坐标系下，Hessian 矩阵的所

有元素均为常数，在迭代中保持不变。 
3.3 在非线性 WLS 状态估计中采用 AD 技术的算法    

实现 

本文采用 AD 技术不需要推导导数解析式，直

接替代 WLS状态估计和非线性 WLS状态估计程序

中计算 Jacobian 矩阵和 Hessian 矩阵的代码，自动

生成相应矩阵。通过 3.2 节的分析，发现 Hessian
矩阵的所有元素均为常数，在迭代过程中不随自变

量的变化而变化。而 AD 工具在生成相应矩阵时，

处理可变元素和不变元素的过程是相同的，因此其

对 Hessian 矩阵的元素应用链式法则求导是在重复

运算，降低了程序的性能。 
针对这个问题，本文参考文献[8]进行如下处

理：对于矩阵中的不变元素，在迭代前先将其各自

的位置和数值存储在一个链表中；对于矩阵的可变

元素，在迭代中运用 AD 技术自动求导。 
算法的程序流程如图 1 所示。 

 
图 1 运用 AD 技术的非线性 WLS 状态估计算法的程序框图 

Fig.1 Flowchart of nonlinear WLS state estimation algorithm 
with AD technology 

4  算例仿真 

本文分别对 IEEE-14 节点、IEEE-30 节点和

IEEE-57 节点的标准算例进行了仿真计算，其中量

测数据是在测试系统潮流结果的基础上叠加相应的

正态分布的随机量测误差所生成的。 
4.1 WLS 状态估计仿真结果的统计分析 

在WLS状态估计中分别采用手工方法和AD技

术计算 Jacobian 矩阵，对这两种方法下的状态估计

性能进行分析比较，结果如表 3 所示。表中：

( ) 2

1

ˆm
i i

i i

J
σ=

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑

z h x
，

1
2 2

M
1

1 z sm
i i

i i

S
m σ=

⎡ ⎤⎛ ⎞−
⎢ ⎥= ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ，

( )
1

2 2

B
1

ˆ1 h x sm
i i

i i

S
m σ=

⎧ ⎫−⎡ ⎤⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ 。其中，J 为目标函数

值； MS 为量测误差统计值； BS 为估计误差统计值；

m 为量测量数目； is 为量测量 i 的真值； iz ， ih ，

is 均为标幺值。 
由文献[1]可知，

MS 应接近 1， BS 应小于 1，

B MS S 可以说明滤波效果。 
表 3 结果表明：（1）由运行时间 t 可以看出，

相对于手动编写 Jacobian 矩阵代码，使用 AD 技术

的计算速度明显加快，且系统规模越大效果越明显；

（2）由目标函数值 J 可以看出，使用 AD 技术避免
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了截断误差，精度有所提高。 
表 3 不同方法下 WLS 状态估计的性能比较 

Tab.3 Performance contrast of WLS state estimation between different methods 
手工编写微分代码 AD 技术 

算例 
t/s J MS  

BS  t/s J MS  
BS  

IEEE-14 0.016 28.927 1.007 0.717 0.016 28.342 1.007 0.716 

IEEE-30 0.110 63.645 0.888 0.564 0.062 63.127 0.888 0.564 

IEEE-57 1.110 128.280 0.978 0.671 0.594 128.254 0.978 0.668 

 
4.2 非线性 WLS 状态估计仿真结果的统计分析 

在非线性 WLS 状态估计中，运用手工编写微

分代码的方法计算 Jacobian 矩阵和 Hessian 矩阵，

算法复杂程度明显增大。表 4 列出了 IEEE 三个标

准算例的运行时间和目标函数值，分别对手工编写

微分代码和采用 AD 技术这两种方法进行了比较。

结果表明，采用 AD 技术大大降低了应用难度，提

高了计算速度，且随着系统规模增大，速度成倍提

高。由此可见，在非线性 WLS 状态估计中，AD 技

术的应用有其优越性。 
表 4 不同方法下非线性 WLS 状态估计的性能对比 

Tab.4 Performance contrast of nonlinear WLS state estimation 
between different methods 
手工编写微分代码 AD 技术 

算例 
t/s J t/s J 

IEEE-14 0.016 28.923 0.016 28.342 

IEEE-30 0.218 63.645 0.109 63.127 

IEEE-57 1.813 128.273 0.828 128.253 

5  结论 

本文在常规状态估计模型的基础上，结合 AD
技术，提出了基于 AD 技术的电力系统状态估计算

法。利用 AD 求解量测函数的 Jacobian 矩阵和

Hessian 矩阵，有效避免了截断误差，在保证准确性

的同时提高了计算效率，弥补了手工编写微分代码

的不足，具有较强的实用性。 
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