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改进的拉格朗日松弛法求解机组组合问题 

何小宇，张粒子，谢国辉 

（华北电力大学电气工程学院，北京 102206） 

摘要：提出了一种求解机组组合问题的改进拉格朗日松弛算法。与现有此类方法相比，此算法进行了以下三个方面改进：基

于启发式排序法得到较优的拉格朗日乘子初值；改进了动态规划求解单机问题时的累计费用以获得更优的机组启停决策；采

用自适应性次梯度法结合集结投影次梯度法的联合优化策略加快算法收敛速度。10 机到 100 机的 6 个算例表明，自适应性

次梯度法和集结投影次梯度法的联合优化策略更易跳出其单一策略时的振荡现象，从而加快收敛。 
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Abstract：This paper proposes an improved lagrangian relaxation approach for the unit commitment problem This method has ．

improved the following three aspects first a heuristic sorting method is used to get better initial lagrangian multipliers s： ， ； econd, the 
total cost of solving the single-unit problem by dynamic programming is reduced to achieve a better commitment start stop decision; 
at last the ， optimization strategy of adaptive subgradient combined with aggregative projection subgradient is applied to accelerate the 
convergence．Simulation examples with the number of generating units in the range of 10 to 100 show that the two strategies used 
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0  引言 

机组组合问题是一个大规模、非线性、混合整

数优化问题，很难找出理论上的最优解。但由于其

显著的经济效益，人们一直在积极研究，并提出了

许多解决方法[1]，一般可分为三类：经典算法，如

启发式方法[2-3]；数学优化方法，如动态规划法[4]、

整数规划和混合整数规划法[5-6]、拉格朗日松弛法[7]

等；智能优化类算法[8-9]，如遗传算法、模拟退火算

法、粒子群算法等。其中第一类算法简单实用，速

度很快，但是从数学优化的观点来讲并不严谨，只

能得出较粗糙的次优解；第二类方法具有严格的数

学模型依据，但动态规划法容易引起“维数灾”问

题，需要采取必要的简化措施，混合整数规划法在

物理模型上很适合求解机组组合问题，近年来也日

益受到人们的关注，但其算法本身比较复杂，需要

精心构造分支策略和求下界的方法。拉格朗日松弛

法是求解机组组合问题比较理想的方法，近年来也

取得了不少研究成果；第三类方法从理论上讲是一

种全局寻优的计算方法，但通常计算量比较大，所

需时间较长。 
拉格朗日松弛法是一种分解协调算法，随着问

题规模的增大，其计算量线性增长，非常适用于机

组组合这种大规模的混合整数规划问题；其拉格朗

日乘子也在一定意义上体现了其经济（物理）含义。 
但是，也有一些缺点，由于其目标函数的非凸

性，用对偶问题求解时，存在对偶间隙，需要根据

对偶问题的优化解采取一定的措施构造原问题的优

化可行解；拉格朗日松弛法求解机组组合问题，会

受到机组对拉格朗日乘子的灵敏度的影响，因此，

拉格朗日乘子初值的选取、所采用的乘子的修正策

略，都会对算法的计算效率产生一定的影响；而算

法的迭代过程中容易出现振荡现象，需要采取措施

加快收敛。 
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针对上述问题，本文对传统的拉格朗日松弛法

进行了改进，结合拉格朗日乘子的物理意义通过启

发式排序法得到较优的初值；根据拉格朗日松弛法

快速收敛到可行解，振荡收敛到最优解的特点，在

构造可行解时直接采用自适应性次梯度法将对偶问

题的解沿优化方向逐步修正为可行解；获得可行解

后，为了缓解乘子迭代过程中的振荡现象，采用集

结投影次梯度法，使得迭代过程中能够对历史信息

加以利用，从而加快收敛速度。 

1  机组组合数学模型 

传统机组组合数学模型为： 
1）目标函数 
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2）系统约束条件 
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3）机组运行约束 
发电机组输出功率上下限约束： 
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开机费用约束： 
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其中：T 为系统调度期间的时段数；N 表示系统总

机组数； t
iP 表示机组 i 在 t 时刻的有功出力； t

iU 表

示机组 i 在 t 时刻的状态， t
iU =0 表示停机， t

iU =1
表示开机； ( )t

if P 为机组 i 输出功率为 t
iP 时的发电

成本， 2( ) ( )t t t
i i i i i if P a b P c P= + + ； ,i tC 表示机组 i 在

t 时刻的开机费用； D
tP 为 t 时刻系统总负荷； tR 为 t

时刻系统备用需求； ,i iP P 分别表示机组 i 输出功率

上下限； ,oniT 表示机组 i 的累计开机时间； ,upiT 表示

机组 i 的最小开机时间； ,offiT 表示机组 i 的累计停机

时间； ,downiT 表示机组 i 的最小停机时间； iHST 表

示机组 i 的热启动费用； iCST 表示机组 i 的冷启动

费用； ,coldiT 表示机组 i 的冷启动时间。 

2  改进的拉格朗日松弛算法 

2.1 拉格朗日松弛算法原理[10] 
拉格朗日松弛法求解机组组合问题基于分解协

调的思想，对于式（1）～（6）所描述的机组组合

问题的数学模型，对系统约束（2）、（3）进行松弛，

得到原问题的拉格朗日松弛问题： 
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式中： tλ 为与 t 时刻系统功率平衡约束对应的拉格

朗日乘子； tμ 为与 t 时刻系统备用约束对应的拉格

朗日乘子。拉格朗日松弛问题的最优解是原问题的

一个可行解，并且是原问题最优解的一个下界。 
拉格朗日松弛函数（7）可写成： 
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可以看出，前一部分只与每个机组自身有关，第

二部分在拉格朗日乘子已知的情况下为定值。因此拉

格朗日松弛问题即转化成为单机问题的求解。运用对

偶理论，形成两层的优化问题[11]。 
底层问题用于求解单机优化问题： 
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上层问题优化拉格朗日乘子，即解对偶问题： 
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式中， ),( μλ∗
iL 为底层问题对于给定的 μλ, 的优化

拉格朗日函数值。 
2.2 初始化 

拉格朗日乘子初值的质量具有比较重要的意

义，好的初值能够使迭代尽早收敛，减少计算时间，

不同的初值也可能会产生不同的优化结果。 
由于拉格朗日乘子在一定程度上体现了电能

量价格和备用价格的经济意义。为了能获得一个质

量较优的拉格朗日乘子的初始值，本文借鉴文献[12]
方法，根据机组满负荷平均煤耗 avg ( )iFL P 进行排

序： 
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avg ( ) ( ) /i i iFL P F P P=  

每个优化时段，优先选取 avg ( )iFL P 最小的机

组，直到满足负荷需求为止。以此方法求得一组机

组组合，在此基础上通过等耗量微增率原则分配负

荷，求得每小时的等耗量微增率，作为功率平衡约

束对应的拉格朗日乘子的初值 )0(tλ 。 
利用求得的 )0(tλ ，结合单机问题的决策式（9），

i
tt

i
t PP μλ + 表示机组 i 在 t 时刻的总购电费，而

)1()( 1, −−+ tii
t

ii UCPf 则代表机组 i 在 t 时刻的总成

本，因此得到机组 i 在 t 时刻系统备用所对应的拉格

朗日乘子的初值： 
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而对于全系统的每个时刻： 
(0) (0) (0)
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式中， m 为按上述 avg ( )iFL P 排序，并满足系统负

荷备用要求的边际机组数。 
2.3 单机问题 

本文采用动态规划法求解单机子问题： 
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动态规划法在处理单机问题时，对于机组启停

约束等处理是比较方便的。单机问题求解过程中，

若直接以式（13）目标函数作为动态规划中用于比

较的累积费用，则所计算的开机费用为整体的开机

费用，对于那些低运行费用高开机费用的机组，会

因为动态规划的择优路径取决于这一个时刻的累计

费用而很难被选中，因此本文在动态规划过程中以

, , ,up(1 ) /i t i t iC U T− 替代整体的开机费用来计算用于

比较的累积费用，从而避免上述现象的发生。 
2.4 构造可行解 

运用拉格朗日松弛法求解机组组合问题时，由

于目标函数的非凸性，用对偶问题求解时，存在对

偶间隙，需要根据对偶问题的优化解采取一定的措

施构造原问题的优化可行解。本文直接通过一种自

适应性次梯度法进行拉格朗日乘子的修正，将对偶

问题的解拉入可行解的范畴，能够保证此可行解的

优越性。 
本文中所采用的自适应性次梯度法[12]，其修正

幅度与迭代次数相关，初始时修正幅度较大，随着

迭代次数的增加，修正幅度逐渐减小。对于第 k 次
迭代过程中每一时刻的拉格朗日乘子的值修正如

下： 
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分别为各时刻功率平衡约束和系统备用约束的不平

衡量，也是对偶问题在各相应拉格朗日乘子处的次

梯度。 
常参数α 和 β 的取值分为以下三种情况： 
1) 若 0≥tpdif 且 0≥trdif ，同时修正 tλ 和

tμ ，取α =0.02， β =0.05； 
2) 若 0<tpdif 且 0<trdif ，同时修正 tλ 和

tμ ，取α =0.6， β =0.4； 
3) 若 0<tpdif 且 0>trdif ，只修正 tμ ，取

α =0.02， β =0.04。 
当发电机组所供给的输出功率小于负荷和旋

转备用的需求时，如 1）， tλ 和 tμ 都向其增加的方

向进行修正，增加选中机组；当发电机组所供给的

输出功率大于负荷和旋转备用的需求时，如 2）， tλ
和 tμ 都向其减小的方向进行修正，减少选中机组；

当功率平衡约束满足但备用约束不满足时，如 3），
则只修正 tμ ，并向其增大的方向进行，增加选中机

组来满足备用约束，这时如果同时修正 tλ ，则必将

向其减小的方向进行，会使选中机组减少，与 tμ 的

修正目的相矛盾，所以这种情况下只修正 tμ 。 
上述拉格朗日乘子的修正策略对于各时段都是

相同的，这样的修正方式对于各种不平衡程度不加

以区别可能会产生计算振荡。在迭代过程中，可判

断是否有个别时刻的不平衡量的比例明显高于其他

时刻，这时对其区别对待，适当加大它的修正幅度

以缓解振荡现象。 
如：已知某一时刻 50.0)(/ >rdifnormrdif t ，则

这一时刻的不平衡程度相对于其他时刻明显较大，

应加大这一时刻的修正幅度，若此时 0<tpdif 且

0>trdif 时，只需修正 tμ ，可取α =0.01，β =0.02。 
2.5 集结投影次梯度法修正拉格朗日乘子[13-14] 

传统的次梯度方法直接将次梯度作为搜索方

向，在搜素过程中解的振荡现象严重。本文在获得

可行解之后，采用集结投影次梯度法对历史次梯度

加以利用来修正拉格朗日乘子，迭代方向更加准确，
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文献[14]对此算法收敛性进行了理论证明。 
集结投影次梯度法是指，对偶问题的求解过程

中，可以得到 kJ 个 kLmin 的ε 近最优解，在迭代过程

中若能把这些历史信息利用起来，则所构成的搜索

方向更加准确。 
首先，计算次梯度 k

jg ： 
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其次，定义权重，认为历史次梯度与当前所得

次梯度方向越近，则其包含的信息越多，所赋予的

权重也越大： 
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则所修正的搜索方向为： ∑
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最后，更新拉格朗日乘子： 
k

k
kk dλαλλ +=+1 ； k

k
kk d μαμμ +=+1 （21） 

其中步长：
2

)()( kTk
kk ddLL μλβα −= 。 

式中， L 是对原问题最优目标值的上界估计值，在

本文中可以直接取为迭代过程中所得可行解的原问

题目标函数。则 LL − 即可用绝对对偶间隙来代替，

它在每次迭代过程中都是变化的。 
2.6 收敛准则 

在拉格朗日松弛法求解机组组合问题时，对偶

问题的最优解总是小于或等于相应的原优化问题的

最优解，两者之间的差别被称作对偶间隙，对偶间

隙的大小，直接反映了迭代求解过程中所获得的机

组组合方案的优劣程度，因此可以作为算法是否结

束的标准。在上述每次迭代得到可行解后，求得相

对对偶间隙：
L

LFGAP −
= 。 

当相对对偶间隙满足所要求的精度或迭代达到

最大迭代次数时，算法结束。 
本文提出的改进拉格朗日松弛算法计算流程如

图 1 所示。 

算法结束

集结次梯度法修正拉格朗日乘子

计算原问题目标函数值

自适应性次梯度法修正拉格朗日乘子

单机动态规划求解对偶子问题

初始化拉格朗日乘子 ，迭代次数 Iter=1

开始

对偶间隙是否达到要求

是否为可行解

是否到达最大迭代次数

Iter=Iter+1

Y

Y

Y

N

N

N

 
图 1 算法流程图 

Fig.1 Flow chart of algorithm 

3  算例 

仿真计算在 Lenovo-PC 机上进行，CPU 为

Celeron-1.86 GHz，采用 Matlab7.0 计算编程。 
以文献[12]的 10、20、40、60、80、100 机的 6

个测试系统进行计算分析，并与文献[15]中的传统

拉格朗日松弛法 LR 及遗传算法（GA），文献[16]
的进化算法（EP），文献[17]的遗传算法与拉格朗日

松弛法结合算法（LRGA），文献[18]中的基于机组

分类的遗传算法（GAUC）和文献[12]的基于动态规

划的拉格朗日松弛法（DPLR）和自适应性拉格朗

日松弛法（ELR）进行了对比。其中系统负荷备用

设为负荷总需求的 10%，相对对偶间隙的收敛标准

设为 0.01，最大迭代次数设为 100 次。 
表 1 给出运用本文方法的 10 机系统 24 时段的

优化结果。 
本文所采用的改进拉格朗日松弛法（ILR）优

化所得 10 机系统的发电成本与上述各文献优化算

法进行了对比，如表 2 所示。 
可以看出 ILR 算法的 10 机优化成本要小于上

述各文献。 
图 2、图 3、图 4 分别给出了采用自适应性次梯

度法和集结投影次梯度法的单一策略，以及本文所

述的两种方法的联合修正策略三者所对应的迭代过

程中相对对偶间隙的变化情况。采用单一策略时，

由于直到迭代达到最大迭代次数 100 次时，相对对

偶间隙仍没有达到精度要求，所以图 2 和图 3 是 100
次迭代过程中的相对对偶间隙变化图。而采用联合

策略时，经 34 次迭代相对对偶间隙就达到了精度要
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求，故图 4 显示的是 34 次迭代过程中的相对对偶间

隙变化图。 
表 1 10 机 24 时段优化结果 

Tab.1 Solution for 10-unit system  
机组  时段 

负荷 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 700 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

2 750 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

3 850 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0

4 950 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0

5 1 000 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

6 1 100 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

7 1 150 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

8 1 200 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

9 1 300 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

10 1 400 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0

11 1 450 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

12 1 500 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

13 1 400 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0

14 1 300 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

15 1 200 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

16 1 050 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

17 1 000 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

18 1 100 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

19 1 200 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

20 1 400 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0

21 1 300 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

22 1 100 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0

23 900 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0

24 800 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

 

表 2 10 机系统优化成本对比 

Tab.2 Comparison of total production costs of 10-unit 
 LR GA EP LRGA GAUC DPLR ELR ILR 

购电费

用/＄ 
565 825 565 825 564 551 564 800 563 977 564 049 563 977 563 478
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图 2 自适应性次梯度法相对对偶间隙变化图 

Fig.2 Relative duality gap variation of adaptive 
subgradient 
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图 3 集结投影次梯度法相对对偶间隙变化图 

Fig.3 Relative duality gap variation of aggregative projection 
subgradient 
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图 4 本文两种次梯度协调算法相对对偶间隙变化图 

Fig.4 Relative duality gap variation of the combined strategy 

两种单一策略在达到精度要求之前就开始出现

振荡现象。而联合策略中，迭代次数达到 34 次时，

对偶间隙即达到精度要求。因此这种交替迭代的思

想更易跳出单一策略时的振荡现象，加速收敛。 
同理对 20、40、60、80、100 机系统进行测试，

表 3 对其优化的运行成本与其他几种算法进行了对

比。 
表 3 10-100 机总成本对比 

Tab.3 Comparison of total production costs 
购电费用/＄ 

机组
10  20 40 60 80 100 

LR 565 825 1 130 660 2 258 503 3 394 066 4 526 022 5 657 277

GA 565 825 1 126 243 2 251 911 3 376 625 4 504 933 5 627 437

EP 564 551 1 125 494 2 249 093 3 371 611 4 498 479 5 623 885

LRGA 564 800 1 122 622 2 242 178 3 375 065 4 501 844 5 613 127

GAUC 563 977 1 128 098 2 249 790 3 384 293 4 505 614 5 626 514

ILR 563 478 1 128 192 2 257 828 3 391 593 4 522 711 5 651 151

表 4 列出了本算法六个算例的 CPU 计算时间。 
表 3、表 4 所示各种规模下，本文改进拉格朗

日松弛法与其他五种方法的计算结果相比，本算法
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相对于文献[15]传统拉格朗日松弛法节省了发电运

行成本，相对于其他全局寻优的算法，可以在较短

的时间内得到一个质量较好的近似最优解。本方法

的计算速度较快，计算时间随系统规模线性增长。 
表 4 CPU 计算时间 

Tab.4 Comparison of CPU times 
 10 机  20 机 40 机 60 机 80 机 100 机

计算时间/s 1.29 3.95 17.05 42.14 121.07 266.25

通过算例对比，本算法的优化成本小于传统的

拉格朗日松弛法，同时具有速度优势，能在很短的

时间内得到比较满意的近似最优解，可用于大规模

系统的机组组合的运算。为了与上述算例进行统一

对比，本文并未考虑爬坡约束，在今后的研究中，

可以将爬坡约束加入到考虑范围。 

4  结论 

本文提出一种改进拉格朗日松弛法算法，以求

解机组组合问题。通过自适应性次梯度法与集结次

梯度法两种策略的交替使用来缓解计算中的振荡现

象，加速收敛。仿真结果表明，本算法总运行成本

的优化结果优于传统的拉格朗日松弛法，且具有速

度优势。其计算时间随系统规模线性增长，可用于

大规模电力系统。本算法以后可以将爬坡和网络约

束等纳入考虑范畴，运用到安全约束机组组合中，

加以完善。 
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