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多机系统利用模态最优线性组合法的降阶分析 
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摘要：在多机电力系统小扰动稳定分析与控制中，利用原始系统状态空间方程的坐标变换，根据具有附加条件的最优分析方

法，建立二次型性能指标，以主导模态坐标近似来描述非主导模态坐标，从而建立模态最优线性组合降阶法的等值模型,由

等值模型可以分析所有状态变量的动态变化过程。以双轴同步发电机模型为基础，综合考虑自动励磁调节系统，详细推导多

机系统原始的状态空间方程。以一 3机 9节点实例建立原始状态空间方程，采用模态最优线性组合法获得降阶后的等值模型，

由降阶前后动态特性曲线的近似重合论证了模态最优线性组合降阶法的有效性。 
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0  引言 

大型互联电力系统的规模日益庞大，且运行

环境与方式不断变化，面对众多的发电机组和复

杂的电力网所建立的小扰动稳定线性化模型维数

甚高[1-3]。因此，在不影响系统动态本质特性的前提

下将电力系统状态方程的维数适当降低，即对模型

进行降阶处理是一个值得研究的问题。降阶方法的

讨论将有助于解决电力系统运行控制分析中出现的

维数过高的问题，同时也可有效地简化电力系统的

分析与计算。 
 

基金项目：江苏省自然科学基金项目(BK2008366);江苏省

“六大人才高峰”资助项目 

为降低系统阶次，过去常用的方法是先利用物

理定律建模，然后略去一些次要因素，以尽量减少

数模即模型的阶次，即建立所谓的简化模型[4]，但

这样做有时不能够或无法满足问题分析的需要。因

此有必要专门研究模型的降阶处理，尽量降低模型

的阶数，同时又可对原始模型中所有状态变量求解，

并使降阶前后的应用效果和计算精度相差不大。利

用原始状态空间方程的坐标变换，以主导模态坐标

近似来描述非主导模态坐标[5]，将降阶分析转化为

求解具有附加条件的最优问题，从而建立基于模态

最优线性组合降阶法的等值模型。 

1  模态最优线性组合理论的基本思路 

在一个控制调节系统的 n 个状态变量中，我们
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总是可以确定出其中需重点考虑的状态变量，由此，

可设 [ ]T
1xI rx x= 为由系统中需重点研究的 r 个

状态变量构成的列矢量，而 [ ]TII 1r nx x+=x 则为

由剩下的( n r− )个无须重点研究的状态变量构成

的另一个列矢量。在此基础上原系统状态空间方程为

= +x A x B u， =y C x 。令 1
I II( )diag− = =V AV Λ Λ ,Λ ，

V 为系统的特征（转换）矩阵，式中的Λ 阵如式(1)

所示。其中特征值中包含 r 个主导与（n r− ）个非

主导特征值,若假设主导特征值的编号顺次为

1,2, , r ，非主导特征值对应的编号则应为

1, 2,r r n+ + 。主导特征值的选择由主导度[5]的

大小降序排序得到。 

I II 1 1( ) ( )r r ndiag , diag ,λ λ λ λ+= =Λ Λ Λ … … （1）  

V 阵求得后，利用坐标变换 x Vz= 可得到系统

对角线规范形状态空间方程： 

ˆz z B u= +Λ                     （2） 

ˆy C z=                         （3） 

其中： 1−=B̂ V B； =Ĉ CV。进而可以写成： 

I I I I

II II II II

0
0

ˆz z B
u

ˆz z B

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

Λ
Λ

      （4） 

I
I II

II

zˆ ˆC C
z

y
⎡ ⎤⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

               （5） 

考虑用主导模态坐标 Iz 来描述非主导模态坐

标之近似值 IIz ，即用式（6）来表示其之间的关系： 

II Iz E z=                （6） 

为确保系统降阶后 IIz 的稳态精度，应要求 

II I II( ) ( ) ( )z E z z∞ = ∞ = ∞ ，式中 E 阵之各元素为

定值实数或复数， II ( )z t 误差表示形式如式（7）所

示： 

II II II II I( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ( )z z z z Ezt t t t t tξ ηΔ = − = − +    （7） 

确定二次型性能指标（目标函数） 21 JJJ += 。

其中，J 为标量实数， 1J 将只含 ( )tξ 的影响，而 2J
则只考虑η（内含 E 阵）的影响。当要求 min→J
时，这将是一个求解具有附加条件的最优问题，其

中考虑η的影响可视为附加条件[5]，求解 E 阵使

II ( )zΔ ∞ → 0。 E 阵求解之后， V 阵改写为

11 12

21 22

V V
V V
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，则由 11 I 12 IIΙ = +x V z V z 可得 

I 11 I 12 II 11 I 12 I Ix V z V z V z V E z M z= + = + =    （8） 

或者 

 1
I Iz M x−=                 （9） 

式中, 11 12( )M V V E= + 。由式（4）、式（8）和式（9）

系统状态方程可以写成：  
1

I I I I I I I I( ) ( )−= = + = +ˆ ˆx M z M z B u M M x B uΛ Λ  （10） 
1

II 21 I 22 II 21 22 I( )x V z V z V V E M x−= + = + （11） 

这时系统将由n 阶降为 r 阶。由式（10）解得 Ix
后，代入式（11）即可确定 IIx 。 

2  多机电力系统降阶前模型的建立 

在目前广泛使用的同步发电机数学模型中，等

值阻尼绕组的个数最多为三个。对于凸极机，一般

在转子的直轴和交轴上各采用一个等值阻尼绕组，

分别为 D 绕组和Q绕组；而对于隐极机，在交轴再

增加一个等值阻尼绕组，一般记为 H 绕组，该绕组

反应穿入转子较深的涡流效应。若仅考虑 H 绕组的

影响，则称为双轴模型[6-8]。同步发电机的线性化方

程为： 

sδ ω ωΔ = Δ                (12) 

m (0) (0)
J

(0) (0) (0) (0)

1{

[ ( ) ] [ ( ) ] }

q q d d

d d q q d q d q d q

P D I E I E
T

E X X I I E X X I I

ω ω ′ ′Δ = Δ − Δ − Δ − Δ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− − Δ − − − Δ

 （13) 

0

1 [ ( ) ]q f q d d d
d

E E E X X I
T

′ ′ ′Δ = Δ −Δ − − Δ
′

       (14) 

0

1 [ ( ) ]d d q q q
q

E E X X I
T

′ ′ ′Δ = −Δ + − Δ
′

      (15) 

di di qi qi ai diU E X I R I′ ′Δ = Δ + Δ − Δ        (16) 

qi qi di di ai qiU E X I R I′ ′Δ = Δ − Δ − Δ        (17) 

其中: δΔ 为发电机功角偏差量（下同）； ωΔ 为发

电机转速； qE′Δ 与 dE′Δ 为发电机 q 轴和 d 轴暂态

电势[9]。 

 综合考虑同步发电机组自动励磁调节系统的

通用三阶模型，各台发电机组的状态变量均为
T

A Fx , , , , , ,i i i qi di fi i iE E E U Uδ ω ′ ′⎡ ⎤Δ = Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δ⎣ ⎦
（ 1 ~i N= ，N 为发电机组的个数）， fEΔ 为励磁

电压， AUΔ 与 FUΔ 为励磁系统中间状态变量[10-13]。

考虑以发电机组励磁系统的给定参考电压 refiUΔ 为

输入量 iu （应该指出此时降阶处理及其效果是所分

析问题的重点，故而这种处理方法是可行的），多机

系统中可以根据实际情况选择设置的地点和个数，
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各台发电机组线性化的微分方程和定子电压线性化

方程写成如下形式： 

I U
d

d
i

i i i dqi i dqi i iu
t

Δ
= Δ + Δ + Δ +

x
A x B I B U b    (18) 

U P x Z Idqi i i i dqiΔ = Δ + Δ           (19) 

式中: T
Udqi di qiU U⎡ ⎤Δ = Δ Δ⎣ ⎦ ；

T
Idqi di qiI I⎡ ⎤Δ = Δ Δ⎣ ⎦ ；且

Ai 、 IiB 、 UiB 、 Pi 、 Zi 、bi 为对应的系数阵。

由于 UdqiΔ 和 IdqiΔ 为各发电机d 轴和q轴分量，

而电力网络方程建立于同步旋转坐标 x y− 参考

轴，需要将 UdqiΔ 和 IdqiΔ 转换成同步旋转坐标

x y− 参考轴分量 U xi
i

yi

U
U

Δ⎡ ⎤
Δ = ⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

、 I xi
i

yi

I
I

Δ
Δ =

Δ
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

， 

用 UiΔ 和 IiΔ 代入微分方程中消去 UdqiΔ 和

IdqiΔ [7]，得到同步旋转坐标 x y− 参考轴下的发电

机组微分方程和定子电压方程： 

d
d

x A x B U bi
i i i i i iu

t
Δ

= Δ + Δ +          (20) 

I D U C xi i i i iΔ = Δ + Δ           (21) 

式 中 ： 1
I U U U( )+A A B Z R P B Ri i i i i i i i

−= + − ；

(0)
U

(0)

0 0

0 0
R qi

i
di

U

U
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

； (0)
I

(0)

0 0

0 0
R qi

i
di

I

I
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

； 

1
I U (0)( )B B Z B Ti i i i i

−= + ；
(0) (0)

(0)
(0) (0)

sin cos

cos sin
T i i

i
i i

δ δ

δ δ

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

；

T 1
(0) U I[ ( ) ]C T Z R P Ri i i i i i

−= - - ， T 1
(0) (0)D T Z Ti i i i

−=
[7]。 

 在小干扰稳定分析中，负荷大都采用电压静态

特性模型，网络方程直接以同步旋转坐标 x y− 参

考轴下的节点注入电流偏差与节点电压偏差之间

的代数方程表示，消去所有负荷节点的电流偏差

后，网络方程写成如下分块矩阵形式： 

GG GL GG

LG LL L0
Y Y UI
Y Y U

ΔΔ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

         (22) 

 综合上述各台发电机组的微分方程和网络的

代数方程，可以组成全部发电机组的方程式： 

G
G G G G

d
d

x A x B U Bu
t

Δ
= Δ + Δ +      (23) 

G G G G GI D U C xΔ = Δ + Δ       (24) 

式中： 
T T T T

G 1 2[ ]x x x xNΔ = Δ Δ Δ ； [ ]TG 1 2I I IΔ = Δ Δ ；

[ ]TG 1 2U U UΔ = Δ Δ ；
G 1 2 N[ ]A A A Adiag= ；

G 1 2 N[ ]B B B Bdiag= ； G 1 2 N[ ]C C C Cdiag= ；

G 1 2 N[ ]D D D Ddiag= ； 1 2 N[ ]B b b bdiag= ；

T
ref1 ref 2 ref[ ]u NU U U= Δ Δ Δ 。 

 将式 22 代入式 23，进一步消去运行向量

GUΔ ，并以发电机机端电流为输出量，即可得到

状态空间方程： 

G Gx A x BuΔ = Δ +            (25) 

G

1 1 1
G GG GL LL LG GG GL LL LG G G

G

( )( )

y I

C Y Y Y Y Y Y Y Y D x
C x

− − −

=Δ =

+ + Δ =

Δ

-   (26) 

其中， 1 1
G G GG G GL LL LG G[ ]A A B Y D Y Y Y C− −= + − − 。 

3  利用模态最优线性组合法的多机实例降
阶分析 

3.1 利用模态最优线性组合法的降阶实现 

以参考文献[7]中三机9节点电力系统为例,如

图1，该系统有3台发电机、3个负荷以及9条支路，

支路数据和发电机参数见参考文献[7]，正常运行时

对应于工作点负荷状况的系统潮流如表1所示。发电

机1采用经典模型，发电机2和发电机3采用双轴模

型，发电机2和发电机3均装有自动励磁调节系统。 

2 3

1

230 kV 13.8 kV18 kV

16.5 kV 1

2 3

5 6

8

7 9

Load1

Load3 Load2

 
图 1 多机系统实例接线图 

Fig.1 Wiring diagram of multi-machine example 

此三机系统的输入量、状态变量、输出量分别为

ref2 ref3[ ] ,u U U= Δ Δ 1 1 2 2 2 d2 f 2[x qE E Eδ ω δ ω ′ ′= Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δ

A2 F2
T

3 3 3 d3 f 3 A3 F3]qU U E E E U Uδ ωΔ Δ ′ ′Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δ  
T

1 1 2 2 3 3y x y x y x yI I I I I I⎡ ⎤= Δ Δ Δ Δ Δ Δ⎣ ⎦ 。 其 中

2qE′Δ 、 2dE′Δ 、 3qE′Δ 、 3dE′Δ 为发电机 2和发电机

3采用双轴模型时（即q 轴上考虑一个阻尼绕组 H ，

忽略 D 、Q绕组） d 和q 轴暂态电势。 
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表 1 多机系统正常运行的潮流 

Tab.1 Normal power flow of multi-machine example 
电压 发电机/p.u 

母线名 幅值/ 

p.u 

相角/ 

 (°) 
有功功率 无功功率 

负荷功率/ 

p.u 

1 1.04 0.00 0.39 0.14 

2 1.025 10.70 1.63 0.04 

3 1.025 6.60 0.85 -0.19 

Load1：1＋j0.35

Load2：0.5+j0.1

Load3：1.25+j0.5

根据第三节的详细分析以及式 25 和式 26 可以

写出此三机系统在原始工作点的状态方程为

x A x Bu= + ， y C x= 。通过计算得到此多机

系统在原始工作点的特征值以及对应的主导度，并

按照主导度的大小排序，所得结果列于表 2。 

表 2 多机实例特征值及其对应的主导度 

Tab.2 Dominant eigenvalue and its corresponding degree of the multi-machine example 

序号 特征值 主导度 排序 四阶模型 三阶模型 

1 -0.51413 +j11.796 0.0017031 13 非主导特征值 非主导特征值 

2 -0.51413 －j11.796 0.0017031 14 非主导特征值 非主导特征值 

3 -0.21193 + j7.9261 0.0074859 11 非主导特征值 非主导特征值 

4 -0.21193 -j7.9261 0.0074859 12 非主导特征值 非主导特征值 

5 -9.6726 0.00086785 16 非主导特征值 非主导特征值 

6 -9.6726 0.0010835 15 非主导特征值 非主导特征值 

7 -5.5158 0.087385 10 非主导特征值 非主导特征值 

8 -3.7682 0.11921 9 非主导特征值 非主导特征值 

9 -2.6228 2.1548 7 非主导特征值 非主导特征值 

10 -2.5502 0.93026 8 非主导特征值 非主导特征值 

11 -0.06556 + j1.0913 36.983 4 主导特征值 非主导特征值 

12 -0.06556 - j1.0913 36.983 5 非主导特征值 非主导特征值 

13 -0.77065 25.479 6 非主导特征值 非主导特征值 

14 -0.41551 +j0.11894 363.55 1 主导特征值 主导特征值 

15 -0.41551 -j0.11894 363.55 2 主导特征值 主导特征值 

16 -0.26147 205.47 3 主导特征值 主导特征值 

 

根据主导度的排序结果，考虑到 14λ 、 15λ 、 16λ 、

11λ 四个特征值对应的主导度较大，选择其为四阶

等值模型的主导特征值，选择 14λ 、 15λ 、 16λ 为三

阶等值模型的主导特征值。另在多机电力系统中研

究小扰动稳定问题时，每台发电机的功角变化量是

需要重点研究的状态变量，故选择 1δΔ 、 2δΔ 、

3δΔ 、 1ωΔ 为四阶降阶系统中的重要状态变量，

1δΔ 、 2δΔ 、 3δΔ 为三阶降阶系统中的重要状态变

量。 

由原系统的模型经过坐标变换，最终可由式

（ 10）求解对应的二阶、三阶和四阶模型

I I= +x A x B u ，考虑发电机 1 和发电机 2 励磁系 

统的给定电压参考值偏差均为 0.05，在 Ix 求得后，

可进一步由式（11）确定 IIx 。以多机实例中状态

变量 1δΔ 、 2δΔ 、 3δΔ 、 2qE′Δ 、 f2EΔ 、 3qE′Δ 、 f3EΔ
降阶前后的动态特性曲线直观反映模型等值的效

果。图 2~图 8 画出此多机系统工作点 1 对应的四阶、

三阶和降阶前原始模型中重要状态变量对应的动态

特性曲线。 
注：此多机实例利用最优线性组合法降阶后，

所有状态变量降阶前后的动态特性曲线均具备良好

的等值效果。受篇幅所限，仅画出部分状态变量的

动态特性曲线。 
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图 2 状态变量 1δΔ 降阶前后动态特性曲线图 

Fig.2 Dynamic characteristic curves before and after order 
reduction of 1δΔ  

  
图 3 状态变量

2δΔ 降阶前后动态特性曲线 

Fig.3 Dynamic characteristic curves before and after order 
reduction of

2δΔ  

 
图 4状态变量 3δΔ 降阶前后动态特性曲线 

Fig.4 Dynamic characteristic curves before and after order 
reduction of 3δΔ  

 
图 5状态变量

2qE′Δ 降阶前后动态特性曲线 

Fig.5 Dynamic characteristic curves before and after order 
reduction of

2qE′Δ  

 

图 6状态变量
f2EΔ 降阶前后动态特性曲线 

Fig.6 Dynamic characteristic curves before and after order 
reduction of

f2EΔ  

 
图 7 状态变量

3qE′Δ 降阶前后动态特性曲线 

Fig.7 Dynamic characteristic curves before and after order 
reduction of

3qE′Δ  
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图 8 状态变量 f 3EΔ 降阶前后动态特性曲线 

Fig.8 Dynamic characteristic curves before and after order 
reduction of f 3EΔ  

3.2 利用模态最优线性组合法降阶的效果分析 

 从图 2～8 中可以发现，此三机系统在原始工

作点降为四阶模型时，重要状态变量降阶前后的曲

线完全重合，非重要状态变量 2qE′Δ 、 f2EΔ 、 3qE′Δ 、

f3EΔ 也具有良好的等值效果；降为三阶等值模型

时， 1δΔ 、 2δΔ 、 3δΔ 降阶前后的曲线略有误差，

2qE′Δ 、 3qE′Δ 降阶前后的曲线仍旧完全重合， f2EΔ 、

f3EΔ 在动态特性曲线的初始阶段略有误差，且仍旧

满足 II IIlim[ ( ) ( )] 0x x
t

t t
→∞

− = 。其余状态变量的动

态特性曲线与所画出的曲线具有相似的分析结果，

即三阶等值模型相比于四阶模型降阶效果略有下

降，但是仍具有良好的降阶效果。这是由于在三阶

模型中选取了 14λ 、 15λ 、 16λ 为保留特征值，这三

个特征值对应的主导度相对于 11λ 要大得多，故而

四阶和三阶等值模型的降阶效果极为接近。 

4  结论 

模态最优线性组合降阶法根据具有附加条件的

最优分析方法，建立二次型性能指标，合理求解矩

阵 E ，得到降阶模型的一般形式 I I I I( )ˆx M x B u= +Λ  ，
1

II 21 22 I( )x V V E M x−= + ，由降阶模型可以分析所有

状态变量的动态变化过程。 

以多机电力系统为实例，由 16 阶原始模型降阶

为四阶和三阶模型，分析表明合理选择重要状态变

量和主导特征值可以利用模态最优线性组合降阶法

进行有效的降阶处理，同时也具有较高的稳定精度，

重要状态变量的降阶精度较高，而较少数的非重要

状态变量的降阶精度在动态变化的初期略有下降。

降阶的阶次也将影响到降阶的效果。 

在实际应用模态最优线性组合法降阶时，可以

根据精度要求通过比较分析主导度选择最佳的降阶

阶数。应该指出的是，计算 E 时要求存在 11B 、M

和
T

1
I 11 I

ˆ ˆB B B−
的逆阵，若某行或某列数据接近于零

时，会使精度下降；另外最优线性组合降阶法分析

中虽可得到最优解，但不意味着由此对应的 iJ 在数

值上一定是最小值，然而这种分析方法可使降阶处

理的计算量减少，并获得较好的近似精度。 
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以提高电力系统的稳定性。 

 
图 9 多时滞转子角差 

 Fig.9 Rotor angles for multiple time delays 

图 10 说明在另一种运行情况下，WADC 仍可

以保持其良好特性。故障前有功负荷为原来的 50%，

图中曲线 b 是时滞为 0.2 s，有 WADC 的摇摆曲线。

曲线 a 是没有 WADC 的摇摆曲线。图 10 表明在运

行点变化较大的情况下，WADC 仍可以有效地改善

电力系统阻尼。 

 
图 10 另一运行点转子角差 

Fig.10 Rotor angles for another operator condition 

4  总结 

本文用实例说明超前-滞后补偿可以有效补偿

广域信号中较大的时滞。用细菌群体趋药性优化算

法求出广域阻尼控制器增益，使其在平抑互联大电

网低频振荡方面效果明显。 
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