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输电线扩展规划分支定界算法 

赵洪山，陈 亮 

（华北电力大学电力工程系，河北 保定 071003） 

摘要：研究了输电线扩展规划的分支定界算法。为了对输电线扩展规划的各种预选方案进行综合分析，提出了规划集的概念，

并建立了输电线扩展规划分支定界算法的优化数学模型。该模型以投资费用和运行成本最小为目标，以电力系统潮流为约束

条件，利用内点法作为求解松弛子问题的算法，给出了输电线扩展规划分支定界算法的详细计算步骤，并在 IEEE39 节点测

试系统和某地区实际电网的输电线扩展规划中运用所提出的方法进行了仿真。仿真结果表明，该方法不必进行遍历搜索就能

够快速得到投资和运行成本最低的投建线路，计算量小，效率高。 
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0  引言 

随着经济的迅速发展，电力负荷也迅速地增长。

当负荷增长接近输电网运行极限的同时，事故率增

加，将严重影响电力系统的安全稳定运行。进行输

电线扩展是增加输电容量的有效方法之一。在实际

电力系统中，规划者可以制定出多种输电线扩展规

划方案，每种方案的投建线路不同，投资成本也不

同。对不同的方案，其投建后系统的运行成本也不

同。 
为了使投资和运行成本最小，而又保证电网可

靠性，电力工作者尝试了很多优化技术对各种方案

进行分析计算，进而找到最优的电网规划方案。文 
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献[1-3]采用改进遗传算法来求解多目标电网规划问

题，能取得较好结果；文献[4]提出了计算资源依搜

索效率合理分配的全新概念，并给出了多种群中心

解搜索电网规划算法；文献[5]提出了基于区间层次

分析法的城网规划综合评判决策方法；文献[6-7]将
启发式算法混合使用来求解电网规划的最优方案；

文献[8]提出了一种基于风险度评估的配电网多目

标灵活规划模型，并采用改进生成树法进行求解；

文献[9-10]采用粒子群算法求解最优电网网架规划

方案。这些算法大多数都是启发式算法。文献[11]
采用基于分支定界的模糊集理论来求解输电线扩展

规划问题。国外在研究电网规划问题时常用的方法

还有塔布搜索法[12]、Benders分解法[13]、混合整数分

离模型[14]、改进遗传算法[15]等。 
本文提出了输电网规划集的概念，利用分支定
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界法在规划集上研究了输电线扩展规划优化算法，

该方法的特点是不必对解空间进行遍历搜索就能够

找到全局最优解。 

1  输电线规划优化计算模型 

1.1 规划集的概念 

在电力系统规划过程中，总是存在多种方案可

以解决系统运行的安全性、可靠性和经济性问题。

这些方案包括扩展输电线、建设变电站和电厂等。 
实际电力系统的规模往往非常庞大，规划人员

在制定预选方案时很难找到最优的规划策略。为了

对所有预选方案进行综合分析进而得到最优策略，

在优化计算过程中就必须同时考虑各种方案中涉及

到的所有输电线、变电站和电厂等元素，由此，我

们提出规划集的概念。 
假设某电力系统规划问题有 n 种预选方案 iA ，

1,2i n= "， ， ， iA 中涉及到的所有电力元件表示为

1 2{ , }
ii mE e e e= "， ， ， im 是 iA 中涉及到的电力元件的

个数。集合 

1 2
1

n

i n
i

E E E E
=

∑ = = ∪ ∪"∪∪  

称作规划集。 
规划集是由所有预选方案中的预投建、拆除或

者更换的线路、变压器和发电厂还有其他电力元件

构成的。这些元件对电力系统运行的安全性、可靠

性和经济性都起着至关重要的作用，合理地对这些

元件进行规划能有效提高系统运行的可靠性和经济

性，这就需要通过优化算法对规划集中所有元素进

行综合分析。优化分析得到的最优规划策略中涉及

到的元件是规划集的一个新的子集，是最优的规划

方案。 
对于输电线扩展规划来说，预选方案中的每一

条候选线路都存在两种状态：投建和不投建。在优

化计算模型中，用二进制变量来表示候选线路的投

建与否，二进制变量的个数和规划集中元素的个数

相同。 
1.2 输电线扩展规划优化数学模型 

输电线扩展规划优化数学模型如下： 
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其中： 2
Ggt 2g Ggt 1g Ggt 0gC a P a P a= + + ; 2 ·e e

ijt it ij it jtP U G U U= −  
( cos sin )e e

ij ijt ij ijtG Bθ θ+ ; 2 ( cosc c c
bt it b it jt b ijtP U G U U G θ= − +  

sin )c
b ijtB θ ， ijb B∈ ， ∑∈btq ，（ y1, 2,t N= "， ）; yN

是规划期的年数； gN 是发电机的个数； yh 是一年内

的小时数，值为 8 760 h/年； FgtC 和 GgtC 分别是发电

机 g 在第 t 时的燃料价格和耗量特性， GgtC 的单位

是吨/年； cN 是规划集中候选投建线路的个数； tβ 是

输电线投建后第 t 年折旧费； btq ∈∑是二进制变

量， 1btq = 表示第 b 条候选线路在第 t 年进行投建，

0 表示不投建； LbtC 是候选线路 b 在第 t 年投建的费

用； sitP 和 sitQ 分别是第 t 年注入节点 i 的有功和无功

功率； itU 是节点 i 在第 t 年的电压幅值； bN 是节点

个数； e
ijG 和 e

ijB 是由已有线路形成的节点导纳矩阵

中的元素； c
bG 和 c

bB 是候选线路 b 的形成的节点导纳

矩阵中的元素； ijb B∈ 表示第 b 条候选线路连接节

点 i 和节点 j ； ij i jθ θ θ= − 是节点 i 和节点 j 之间的

相角差；∑是规划集。 
输电线扩展规划的目标函数为发电机的发电成

本和候选线路的投资成本。候选线路的投建能够有

效改变系统潮流的分布，在保证电压、功率和频率

不越界的前提下，使发电成本低的机组优先发电，

从而降低系统运行成本；而投建大量的候选线路会

增加投资成本，这就需要平衡运行成本和投资成本，

找到一个经济性最优的输电线扩展规划方案。 
等式（2）和等式（3）是潮流约束；不等式（4）

~（7）分别是发电机的有功和无功出力极限约束、

节点电压上下限约束和输电线有功潮流极限约束；

不等式（8）是候选线路的有功潮流极限约束；不等

式（9）是候选线路一次性投建约束。 
上述模型中，二进制变量 btq 只影响潮流的分

布和运行效益，对流过预选线路潮流的不等式约束

没有影响，因此，只有目标函数和等式约束中才含

有 btq ，不等式约束（8）中则不含 btq 。 
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2  输电线扩展规划分支定界算法 

2.1 基本思想 

输电线扩展规划分支定界算法是以“松弛”、

“分支”、“定界”、“剪枝”为基础的。基本思想是：

首先，将表示候选线路投建与否的二进制变量 btq
在 0~1 区间连续化，形成松弛问题，即松弛化；其

次，分别研究某条线路在投建和不投建两种情况下

系统运行成本和投资费用之和的最小值问题，即分

支；然后，将运行成本和投资成本之和的最小值作

为这两种情况的下界，即定界；最后，对于无法得

到全局最优解的情况不做进一步分支和定界，即剪

枝。迭代上述过程，直到得到全局最优的规划方案

时结束。 
2.2 分支定界法（Branch and Bound，B&B） 

分支定界法的模型如下： 
P：       min  ( , )f x q  

s.t.   ( ) 0=h x,q  
( ) 0≤g x,q  

{0,1}iq ∈ ， 1, ,i n= "  
设置初始上界U = +∞，将二进制变量连续化得到

下列松弛问题 P0。 
P0：      min  ( , )f x q  

s.t.   ( ) 0=h x,q  
( ) 0≤g x,q  

0 1≤ ≤q  
用内点法求解 P0 得到最优解 *

0 0, *x q 以及下界值

0 0 0( )L f= * *x ,q 。选择满足下列条件的变量 iq 作为分

支变量： 

iq =min *
0{| 0.5 |},i iq q− ∈* *q  

将分支变量分别置为 0 和 1 得到下列两个松弛子问

题： 
 P1：      min  ( , )f x q  

s.t.   ( ) 0=h x,q  
( ) 0≤g x,q     

0 1≤ ≤q   
0iq =   

P2：       min  ( , )f x q  
s.t.   ( ) 0=h x,q  

( ) 0≤g x,q  
0 1≤ ≤q  

1iq =  

用内点法对松弛子问题 P1 和 P2 进行求解，得到最

优解 *
1 1, *x q ， *

2 2, *x q 以及下界值 1 1 1( )L f= * *x ,q ， 

2 2 2( )L f= * *x ,q 。如果 *
1q 或者 *

2q 是整数解并且下界值

小于上界值U ，我们就将这个整数解对应的目标函

数值作为上界U 。否则，我们选择子问题 P1 和 P2
中下界值较小的进行分支。上述过程进行迭代，直

到分支子问题的下界值大于或等于上界U 时，迭代

结束。 
在上述迭代过程中，遇到下列条件之一则对子

问题进行剪枝： 
（a）无解； 
（b）最优解为整数可行解； 
（c）下界值小于或等于上界值。 

3  输电线扩展规划分支定界法的计算步骤 

根据上节的规划计算模型，下面给出了详细的

输电线扩展规划分支定界算法的计算步骤。 
第一步：初始化。置迭代次数 1k = ，初始上界

U = +∞。将问题（1）~（9）松弛化得到松弛问题

P0，用内点法求解 P0 得到最优解 0
*q 和下界值 0L 。

如果 0
*q 是整数解，那么 0

*q 就是全局最优解，如果

P0 无解则程序结束，否则执行第五步。 
第二步：选择分支子问题。在未进行剪枝的子

问题中选择下界值最小的子问题进行分支，记作Pi，
执行第三步。如果所有子问题都剪枝，那么迭代结

束，执行第四步。 
第三步：判断是否满足终止条件。如果分支子

问题 Pi 的下界值满足条件： iU L≤ ，迭代结束，执

行第四步，否则执行第五步。 
第四步：当前上界值对应的整数解就是问题（1）

~（9）的全局最优解，程序停止。 
第五步：选择分支变量。选择满足下列条件的

二进制变量作为分支变量：min(| 0.5 |)i −
*q ，记作 jq 。

分别将 jq 置成 0 和 1 得到两个新的子问题 P2k-1 和

P2k，执行第六步。 
第六步：求解新形成的子问题。用内点法对新

形成的子问题 P2k-1 和 P2k 进行求解，得到最优解

2 1k−
*q 和 2k

*q 以及下界值 2 1kL − 和 2kL 。置 1k k= + 。 
第七步：更新上界值。如果新形成的子问题有

整数最优解并且下界值小于当前上界值U ，则将U
更新为这个子问题的下界值。 

第八步：剪枝。如果新形成的子问题满足剪枝

条件，则进行剪枝，然后执行第二步。 

4  算例分析 

4.1 算例 1 

将所提出的算法应用到 IEEE39 节点测试系统
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来分析优化计算过程。如图 1 所示。 

 
图 1 算例 1测试系统网络结构 

Fig.1 Case 1 testing system network 

测试系统的节点 3、18、26、27、28 的负荷将

以每年 3%的速度增长，达到线路传输极限，对网

络进行两年规划，年折旧率为 0.8。电源 31、32、
36 投建较早，发电成本高于其他电源，各电源有功

出力极限见表 1，节点 3、18、26、27、28 的当前

负荷见表 2。 
表 1 各电源有功出力极限 

Tab.1 Power limit of each source 
电源 极限／MW 电源 极限／MW 

30 350 35 1 000 

31 1 145 36 660 

32 750 37 640 

33 732 38 930 

34 808 39 1 100 

表 2 负荷增长点的当前负荷值 

Tab.2 Loads of load growing point 
节点 3 18 26 27 28 

负荷／MW 322 158 139 281 206 

输电线扩展规划有三种预选方案 A1，A2，A3。 
A1：在支路 2-3、2-25、26-27、26-29、28-29

分别增加一条输电线； 
A2：在支路 2-3、2-25、25-26、26-27、28-29

分别增加一条输电线； 
A3：在支路 3-18、17-18、17-27、25-26、26-28

分别增加一条输电线。 
这三种方案中分别涉及到的候选线路的集合

为： 
1 2 23 2 25 26 27 26 29 28 29{ , , , , }E l l l l l− − − − −= ； 

2 2 23 2 25 25 26 26 27 28 29{ , , , , }E l l l l l− − − − −= ； 

3 3 18 17 18 17 27 25 26 26 28{ , , , , }E l l l l l− − − − −= 。 
则规划集 1 2 3E E E∑ = ∪ ∪ 2 3 2 25 3 18 17 18 17 27{ , , , , ,l l l l l− − − − −=  

25 26 26 27 26 28 26 29 28 29, , , , }l l l l l− − − − − 。 
规划集中候选线路的传输功率极限及投建费用

见表 3，其他线路功率均未达到极限。 
表 3 候选线路功率传输极限及投建费用 

Tab.3 Limits and costs of candidate lines 
线路 极限／MW 费用／百万元 

2-3 330 1.5 

2-25 200 4 

3-18 200 1.3 

17-18 200 0.7 

17-27 200 1.5 

25-26 200 2 

26-27 200 1.4 

26-28 200 3.1 

26-29 200 4.5 

28-29 200 1.4 

采用输电线扩展规划分支定界算法进行求解，

各条候选线路的分支过程见图 2，图 2 中每一个子

问题的下界值见表 4。 
0

1 2

3 4

11 12 5 6

109

7

13 14

15 16

17 18
整数解

整数解

L>U

子问题被剪枝

整数解

8

q1,4 =1

q1,1 =1

q1,4 =0

q1,2 =0

q1 ,1 =0 q1,1 =1 q1,1 =0 q1,1 =1

q1,2 =1
q1,1 =0

q1,10 =1q1,10 =0

q2,4 =0 q2,4 =1

q1,7 =0

q2,7 =0 q2,7 =1

q1,7 =1

 
图 2 算例 1分支定界过程 

Fig.2 Branch and bound process in case 1 

由图 2 可见，对二进制变量进行 9 次分支，输

电线扩展规划分支定界算法满足了终止条件。分支

过程中，子问题 16 首先得到整数解，进行剪枝，并

且将子问题 16 的下界值作为当前的上界U ，即

208 058.878 95U = ；随后子问题 17 和子问题 18 也

得到整数可行解，其下界值分别为 206 787.832 22
和 207 486.839 12；子问题 17 的下界值小于当前上

界值U ，则将U 更新为 206 787.832 22；子问题 18
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的下界值则大于当前上界值U ，进行剪枝；然后选

择分支子问题，在所有未进行分支且未剪枝的子问

题中，子问题 8 的下界值是最小的，因此将子问题

8 作为分支子问题，但是子问题 8 的下界值为

206 809.466 31，大于当前上界值 206 787.832 22，
满足了分支定界法的终止条件。此时上界值U 对应

的子问题为 17，则子问题 17 的最优整数可行解就

是初始问题的最优解。 
表 4 算例 1各子问题下界 

Tab.4 Lower bound of each sub-problem in case 1 
子问题 下界值 子问题 下界值 

0 205 586.815 67 10 206 648.391 43

1 205 704.078 63 11 208 358.919 10

2 206 048.938 00 12 207 645.090 95

3 206 488.726 21 13 208 582.193 75

4 205 917.914 07 14 206 735.638 42

5 208 910.699 99 15 206 758.701 60

6 206 463.441 51 16 208 058.878 95

7 207 071.941 40 17 206 787.832 22

8 206 809.466 31 18 207 486.839 12

9 208 107.112 94   

优化计算的结果：规划期第一年投建候选线路

2-3、2-25、28-29，第二年投建线路 17-18，系统

在这两年期间的运行成本和线路投资总共为

2 067.878 3 亿元。在规划期第一年中，由于负荷点

3 和 28 功率相对较大，负荷增长 3%后系统无法满

足运行条件。投建线路 2-3 表明节点 3 的负荷主要

由电源 30 和 37 提供；候选线路 28-29 的投建表明

节点 28 的负荷功率主要由电源 38 提供；电源 37
的功率输出的路径只有 2-25 和 25-26，这两条线路

的功率传输极限都为 200 MW，而电源 37 的出力极

限为 640 MW，候选线路 2-25 的投建能够增大电源

37 的输出功率，虽然候选线路 2-25 的投建成本很

高，但是电源 37 的发电成本较低，长时期内系统总

的运行成本会降低。在规划期第二年中，系统无法

满足负荷点 18 的持续增长，由于节点 16 连接着四

个电源点，其中电源 33、34、35 发电成本较低且出

力极限较高，是主力电源点，负荷点 18 的功率主要

通过线路 17-18 进行传输，因此需要对线路 17-18
进行扩展。 

算例中，优化计算结果与三个预选方案都不同，

是规划集的一个新的子集。这说明规划人员在对较

大规模电网进行规划时，很难凭经验得到最优方案，

而通过规划集我们就可以得到比任何预选方案都更

优的规划策略，可见规划集在寻找电网规划的最优

策略中起着重要作用。 
4.2 算例 2 

将所提出的算法应用到某实际地区电网中来分

析优化计算过程，如图 3 所示。该地区电网的东北

部区域为新兴工业城市，负荷增长迅速。负荷点 14、
16和 17以每年 3%的速度增长，达到线路运行极限，

对网络进行两年规划，折旧率为 0.8。 
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图 3 算例 2网络结构 

Fig.3 Case 2 network 

输电线扩展规划有 4 种预选方案 A1，A2，A3，

A4。 
A1：在支路 12-14、15-17、16-17 分别增加一

条输电线； 
A2：在支路 12-16、14-15、17-18 分别增加一

条输电线； 
A3：在支路 14-15、15-17、17-31 分别增加一

条输电线； 
A4：在支路 12-14、12-16、15-17 分别增加一

条输电线。 
这 4 种方案中分别涉及到的候选线路的集合

为： 
E1={l12-14， l15-17， l16-17}； 
E2={l12-16， l14-15， l17-18}； 
E3={l14-15， l15-17， l17-31}； 
E4={l12-14， l12-16， l15-17}； 

则规划集 Σ= E1∪E2∪E3∪E4={l12-14， l12-16， l14-15， 

l15-17， l16-17， l17-18， l17-31}。 
采用输电线扩展规划分支定界算法进行求解，

各条候选线路的分支过程见图 4，图 4 中每一个子

问题的下界值见表 5。 
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图 4 算例 2分支定界过程 

Fig.4 Branch and bound process in case 2 

表 5 算例 1各子问题下界 

Tab.5 Lower bound of each sub-problem in case 2 
子问题 下界值 子问题 下界值 

0 1 214.718 54 12 1 253.898 86

1 1 220.530 13 13 1 233.243 26

2 1 243.815 77 14 1 266.424 22

3 1 222.974 57 15 1 234.726 18

4 1 231.910 99 16 1 251.635 97

5 无解 17 无解 

6 1 229.168 31 18 1 255.770 58

7 1 230.369 68 19 1 247.350 75

8 1 265.622 28 20 1 259.841 50

9 1 231.524 45 21 无解 

10 1 250.298 67 22 1 259.626 30

11 无解   

由图 4 可见，对二进制变量进行了 11 次分支，

输电线扩展规划分支定界算法满足了终止条件。分

支过程中，子问题 5 首先出现了无解情况，进行剪

枝，这说明第一年中如果候选线路 12-14、12-16 和

16-17 都不投建则无法满足负荷增长的需求；子问

题 8 首先得到整数解，将子问题 8 对应的下界值

1 265.622 28（表 5）作为当前的上界，并对子问题

8 进行剪枝；此时，子问题 7 在当前所有未进行剪

枝的子问题中下界值最小，进行分支，得到子问题

9 和子问题 10；子问题 10 有整数解，并且下界值为

1 250.298 67，小于当前上界，因此将上界更新为

1 250.298 67；在随后的分支定界过程中所有得到整数

解的子问题的下界值都大于当前上界 1 250.298 67，
因此上界不进行更新，直到所有子问题都被剪枝，

计算终止。当前上界对应子问题 10，因此，子问题

10 的解就是输电线扩展规划的最优解。 
子 问 题 10 的 最 优 解 为 *

10q ={0000100 ，

1000000}，即第一年投建候选线路16-17，第二年投

建候选线路 12-14。投建线路 16-17 说明节点 16 增

长的负荷需要通过电源 15、18 和 31 提供；第二年

投建线路 12-14 说明原有线路从第二年开始无法满

足节点 14 的负荷增长，节点 14 增加的负荷需要由

电源 12 提供。 

5  结论 

文章提出了规划集的概念，并通过此概念给出

了输电线扩展规划分支定界算法。将此方法应用到

IEEE39 母线测试系统和实际某地区输电网的输电

线扩展规划中，结论表明本文给出的方法在处理大

规模多阶段电网输电线扩展规划问题中是合理有效

的；通过规划集得到的规划策略优于任何预选方案；

内点法与分支定界法的结合使用能够找到输电线扩

展规划问题的最优策略，并且计算量明显减小。 
未来研究工作：将规划集的概念及分支定界法

应用到更广泛的电力系统规划问题中，例如线路的

更换和检修，增加新的变电站或电源，电容器组的

投建等。 
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