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摘要：将辛几何算法及辛代数动力学算法两类新的方法引入电力系统暂态稳定性数值计算。以一个简单的电力系统为例，通 

过数值实验将新方法与电力系统分析中常用的隐式梯形积分法及传统的Runge—Kuaa方法进行了对比分析。初步的数值实验 

结果表明，辛几何算法及辛代数动力学算法与传统算法相比，在计算精度和数值稳定性方面具有较为明显的优势，因而更适 

合于电力系统暂态稳定性及相似问题的数值计算。 
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Abstract： In this paper，the sympletic geometry algorithm and the sympletic algebraic dynamics method are introduced into the 

numerical calculation of power system transient stability．Through numerical simulation tests on a simple power system，the 

sympletic geometry algorithm and the sympletic algebraic dynamics method are compared with the implicit trapezoidal rule and 

classical Runge-KuRa methods，which are adopted conventionally for power system transient stability analysis．The tested results 

show that，the sympletic geometry algorithm  an d the sympletic algebraic dynamics method have the advan tages both in calculation 

accuracy and in numerical stability respectively over the classical Runge—Kutta methods and implicit trapezoidal rule，therefore these 

new methods should be more suitable to num erical analysis oftransient stability and other like—wise problems． 
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0 引言 

数值积分方法是电力系统暂态稳定性分析计 

算的基本方法。迄今为止，电力系统暂态稳定性计 

算最常用的数值积分方法大致包括隐式梯形积分法 

(Implicit Trapezoidal Rule)以及 Runge—Kutta方法 。 

隐式梯形积分法数值稳定性较好，可以采用较大的 

步长，但在每一步的积分过程中一般需要迭代求解。 

Runge-Kutta方法是一种显式积分方法，计算过程 

较快，但数值稳定性相比较而言较弱。 

近年来，研究人员已提出了不少新的数值积分 

算法。其中，一类是著名的辛几何算法【1 (以下简 

称辛算法)；另一类是辛代数动力学算法[7-91。辛算 

法是由我国已故著名学者冯康及其研究小组，针对 

Runge—Kutta算法不能保持Hamiltonian系统的辛几 

何结构以及具有人为耗散等缺点而提出的。这一算 

法的提出为Hamiltonian系统，同时也是为微分方程 

数值方法的研究提供了一个崭新的领域和广阔的空 

间。迄今为止，辛算法已在科学和工程的很多领域 

得到了成功的应用。辛算法的最大优点就是保结构 

特征，即保辛。保辛的优点在数值计算中的具体体 

现就是数值计算的稳定性和准确性。 

辛代数动力学算法是将辛几何方法与代数动 

力学方法相结合的一种算法。简单地解释，代数动 

力学算法就是基于Taylor级数展开的一类数值积分 

方法【7 ]。对于可积系统，代数动力学算法能比较方 

便地求得其解析解。对于不可积系统，可以求得用 

分片收敛的Taylor级数表示的局域解析解；在这个 

基础上对Taylor级数做有限项截断近似就可以获得 

系统的数值解。由于电力系统暂态过程所存在的“刚 

性”问题，传统的代数动力学算法不太适合于暂态 

稳定性的数值计算。文献[9]利用时间平移算子的性 

质，采用辛几何方法，设计出了能保持局域辛几何 

结构的代数动力学算法，也就是本文所述的辛代数 

动力学算法。文献[9]已证明了辛代数动力学算法具 

有一些独特的优势。 
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本 文 从 实 际 应 用 的 角 度 出 发 ， 将 辛 

Runge—Kutta算法[2,4,61、可分 Hamiltonian系统的显 

辛算法l2 ]、辛代数动力学算 9l等几种新的数值积 

分方法用于一个测试系统的暂态稳定性计算，通过 

测试及对比分析，初步验证了几种新的算法具有一 

定的优势，可推广用于电力系统暂态稳定性及其它 

领域的数值计算。 

1·辛几何算法 

辛算法较传统的非辛算法具有很多优越性，主 

要表现为：传统的数值积分即差分方法基于稳定性、 

收敛性等诸多因素的考虑，不可避免地引入人为的 

耗散机制等，从而歪曲了原来系统的特征，而辛算 

法具有能够保持原来系统结构特征的优点，特别是 

能够长时间稳定地进行数值跟踪模拟，这意味着辛 

算法可以采用更大的积分步长。 

关于辛算法的研究成果很丰富。限于主题，本 

文 只 介 绍 辛 Rtmge—Kutta 算 法 I4J以及 可 分 

Hamiltonian系统的显辛算法L2j。 

1．1辛 Runge—Kutta方法 

对给定的常微分方程初值问题 
= F(t， )，v(o)=Y0 (1) 

其S级、2 阶的辛Rtmge-Kutta算法的一般形式为 

： + ∑6，F(t +cjh，Y，) 
(2)S 、 ， 

Y = + ∑ ，( +c h，Y f∈(1， ) 
J：1 

式中：h为步长，其中系数a b，，C 满足下列关 

系式： 

r S S { ，≥0’ c ， ， 一 ∈(1 (3) 
lbfb，一ao．b 一ajibf=0；i，J∈(1， ) 

文献[4]已导出了构造任意级 (也就是任意阶) 

辛 Runge—Kutta算法的方法和相应的计算公式，即 

系数af『，b ，C，的计算方法。与传统的Runge—Kutta 

方法不同，辛 Runge—Kutta方法均是隐式的。研究 

人员已经证明：Euler中点积分法就是一种 1级、2 

阶辛 Runge—Kutta算法，但隐式梯形积分法不是辛 

算法。 

很易理解：1级、2阶辛 Runge—Kutta算法的计 

算量与隐式梯形积分法基本相 当， 级 的辛 

Runge—Kutta方法的计算量差不多是后者的S倍。 

但是，S级的辛Runge—Kutta算法具有2s阶的精度， 

其一步的积分过程可 以同时求 出S+1个时间点 

( +qh，⋯，f +Gh，f川)上的结果。因此，多级、 

高阶辛 Runge—Kutta方法相对于传统的低阶、非辛 

算法具有类似于时间并行计算的效果：多级相当于 

多步；每增加 1级就相当于增加了 1个时间并行度。 

1．2 可分 Hamiltonian系统的显辛算法 

从式<3)可知，对于一般的Hamiltonian系统， 

不存在显式 易于执行 的辛格式 。但对于可分 

Hamiltonian系统，研究人员己构造出了它的m一阶 

显辛算法。所谓可分 Hamiltonian系统，即是其能量 

函数可以相互分离为H(p，誓)=u(p)+v(q)。设可分 

Hamiltonian系统可表示为 

』 厂( (4) 【口
：g(P) 一 

则m一阶显辛算法为 

Po P ，留0 

i+l=P c0
,
m-1q hA g(p ㈤ 

窖『十1 f+ +1 Hd) 

p“1 P ，g +1 gm 

其中： ， 是系数。当m=1时，有 

届J=[1 1] 

当m=2时，有 

【 ]：[1／2 1／21，【届 】=[1 0】 
当m=3时，有 

f ]=[7／24 3／4 —1／241 

l 屈】_[2／3—2／3 1] 
当m=4时，有 

I =0， = =(I+y)／3，a3：一(2+y)／3 

{ =屈：(2+y)／6， =屈=(1一y)／6 

I = 2+1／／3~ 

很显然，上述显辛算法易于执行，与同阶的传 

统 Runge—Kutta方法相比，其计算过程更为简捷。 

2 辛代数动力学方法 

传统的代数动力学算法是显式算法。显式算法 
一

般数值稳定性较弱，不太适合于 “刚性”问题的 

求解。文献[9]借鉴辛几何算法的思想，建立了隐式 

代 数 动力 学 算 法 ，而 且 证 明 了这 种 算 法对 

Hamiltonian系统是严格保持局域辛结构的，因而将 

这种称为辛代数动力学算法。 

常用的辛代数动力学算法主要有 2阶算法和 4 

阶算法。2阶辛代数动力学算法可表述为 

[i--~i(x)lx +。=[J+ ￡( )] (6) 
二 

式中：三为微分算子。 

L(x)x = =F(x ) 

因此，2阶辛代数动力学算法即是常用的隐式梯形 

积分法，即 
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+1=X +- [F( )+F(x +1)] (7) 

4阶辛代数动力学算法可表述为 

【J一鲁三( )+．hl E ／~z( )] + = 

[J+ J￡( )+芸 (删 (8) 
式中： 

( ) ：Z(x)x ：芒，( ) 

定义 

D{，= 

则式(8)成为 

。一 川)+告 ) )= 
+鲁，( )+等D( )F( ) (9) 

若系统是可分的，则有 

=[ 。／a吁] c 。 
由式(9)可知，4阶辛代数动力学算法每一步求 

解的运算量比2阶方法大，但与辛 Runge—Kutta方 

法有所不同的是：在辛 Runge—Kutta方法体系中，4 

阶算法的运算量大约相当于 2阶算法的运算量的 2 

倍，这是因为在用牛顿法求解离散化后的非线性方 

程组时，4阶算法所产生的雅可比矩阵的维数是 2 

阶算法的 2倍；在辛代数动力学算法中，4阶算法 

(式(9))所产生的雅可比矩阵的维数与 2阶算法 

(式(7))是一样的。若系统是可分的，则4阶辛代 

数动力学算法的运算量比2阶算法只是略大一些。 

3 算法理论分析 

如上所述，辛算法是针对 Hamiltonian系统所建 

立和发展起来的一种新方法。电力系统暂态稳定性 

计 算 ， 即使 采 用 经 典 模 型 ，它 也 不 是一 个 

Hamiltonian系统。但是，辛算法 “同样适用于耗散 

系统”L3J，亦即适用于非Hamiltonian系统。事实上， 

Euler中点积分法作用一种辛算法，是比较适合于暂 

态稳定性的数值计算的。因此，辛算法用于暂态稳 

定性计算是否具有优势，这是值得研究的。 

另外一个问题是关于显辛算法的问题。显辛算 

法适用性的一个基本前提条件，就是系统的状态变 

量应具有可分性。在采用复杂模型的情况下，电力 

系统暂态稳定性计算在数学模型上一般是不可分 

的。但是，在采用经典模型的情况下，电力系统暂 

态稳定性计算在数学模型上确实是一个可分系统。 

众所周知，采用经典模型的电力系统暂态稳定性计 

算可用下列方程描述Ll uJ： 

， f∈(1， ) ) 【 由
= 尸mi一 、 

式中： 

f=E Gjf+ (EiEjBij sin +EiEfGu cos~) (12) 

从式(11)和 (12)可以看出：发电机的功角 ( ) 

和其角频率 (∞)两者的运动方程是完全可分的， 

即t；的表达式中只含∞这一状态变量，而西的表达 

式中只含 这一状态变量。因此，在采用经典模型 

的情况下，可以尝试将可分 Hamiltonian系统的显辛 

算法用于电力系统暂态稳定性的数值计算。 

数值积分算法的好坏，主要是看数值积分算法 

的数值稳定性、计算精度和计算速度。计算精度主 

要取决于数值积分算法的阶数，阶数愈高，数值积 

分算法的截断误差就愈小，但阶数的提高也同时会 

增加每一步积分过程中的计算量。在采用相同的步 

长情况下，同阶的不同数值积分算法的计算精度也 

不尽一致，具体情况只能通过数值算例进行对比分 

析，因为截断误差很难用一个精确的表达式来描述。 

数值稳定性是数值积分算法的一个非常重要的特 

性。数值稳定性不仅影响到可用的积分步长的大小， 

而且还影响到数值积分的精度，因为数值稳定性对 

截断误差的累积有直接的影响。 

利用传统的数值稳定性分析方法【 】，可以证 

明：Euler中点积分法、隐式梯形积分法以及4阶辛 

代数动力学算法均是 A稳定的，但对于显辛算法以 

及高阶辛 Runge—KuRa方法，很难具体分析其数值 

稳定性。按辛几何代数的观点，辛算法能够保持原 

动力学系统的所有线性守恒律，部分辛算法例如显 

辛算法还能保持原可分系统的所有二次守恒律【3]。 

线性守恒律在动力学系统中的具体体现就是运动轨 

道的几何保真。换言之，辛算法由于满足所有线性守 

恒律，所以能够长时间抑制截断误差的积累。辛代数 

动力学算法是局域保辛的，其算法格式也能抑制截断 

误差的积累，但长时间跟踪稳定性不如辛算法。 

关于计算速度，一般情况下显式积分方法比隐 

式积分方法要快一些，但隐式积分方法通常具备更 

好的数值稳定性，因而可以采用更大的积分步长。 

因此，不同类型的积分算法难于比较，只能是比较 

同类型 (即隐式和显式两类)的算法。 

基于上述考虑，本文主要研究特别是比较 Euler 

中点积分法和隐式梯形积分法、比较显辛算法和传 



一 l8． 电力系统保护与控嘲 

统的 Runge—Kutta方法，以及比较 4阶辛代数动力 

学算法和 4阶辛Runge—Kutta方法。 

4 暂态稳定性数值计算结果及比较 

算例系统采用一个简单的 3机 9节点电力系 

统[11J。暂态稳定性计算采用经典模型。故障设定为7 

号母线发 生三相接地 短路 ，故障持续 时间为 

= 0．10 S，此时系统处于稳定状态。为便于对比 

分析，以h=0．001 S时发电机相对功角 ，= 一62的 

计算结果为基准 (此时步长很小，不同算法的计算结 

果基本上是一样的)，跟踪观察不同算法的误差曲线。 

图 1是h=0．05 S时Euler中点积分法及隐式梯 

形积分法的误差曲线。从图 1可以看出：在相同的 

步长条件下，Euler中点积分法的计算精度更好。实 

验中发现，在任何相同的步长条件下，Euter中点积 

分法的计算精度均优于隐式梯形积分法。 

t／s 

图 l Euler中点法与隐式梯形法的误差曲线比较 

Fig．1 Error trajectories comparison of Euler mid-point rule 
and implicit trapezoidal rule(h=0．05s) 

图 2 2阶显辛算法与 2阶传统 Runge-Kutta方法 

的误差曲线比较 

Fig．2 Error trajectories comparison of explicit sympletic rule 
and traditional Runge-Kutta method(m 2，h 0．06s) 

t／ 

图3 4阶显辛算法与4阶传统Runge—Kutta方法 

的误差曲线比较 

Fig．3 Error trajectories comparison of explicit sympletic rule 
and traditional Runge—Kutta method(m-=4，h 0．08s) 

图 2( =2，h=0．06 S)和图 3(m--4，h=0．08 S) 

是显辛算法及传统 Runge—KuRa方法的误差曲线。 

从图2和图3可以看出：在相同的步长条件下，显 

辛算法的计算精度比同阶的传统 Runge—KuRa方法 

更好一些。 

图 4和图 5分别是h=0．08 S和h=0．10 S时 4 

阶辛 Runge-Kutta方法及 4阶辛代数动力学算法的 

误差曲线。从图4和图5可以看出：在相同的步长 

条件下，同阶的辛算法比辛代数动力学算法的计算 

精度更好；即使在采用大步长的情况下，两种新算 

法特别是辛算法仍具有很好的计算精度，这从一个 

侧面反映了辛算法能够长时间稳定地进行数值跟踪 

计算的优点。 

tls 

图 4 4阶辛 Runge-Kutta方法与 4阶辛代数动力学 

算法的误差曲线比较( =O．08 S) 

Fig．4 Error trajectories comparison of symplectic 
Runge—Kutta method and symplectic algebraic dynamics 

me~od(h=-0．08s) 

t／s 

图5 4阶辛Runge—Kutta方法与4阶辛代数动力学 

算法的误差曲线比较(矗=O．10 S) 

Fig．5 Error trajectories comparison of symplectic 
Runge—Kutta method an d symplectic algebraic dynam ics 

method(h=0．1 0 s1 

对比图 1和图5可以看出：在2倍的步长条件 

下，4阶辛 Runge-Kutta方法的计算精度仍然比 2 

阶辛Runge—Kutta方法即Euler中点积分法更好；4 

阶辛代数动力学算法的计算精度仍然比2阶辛代数 

动力学算法即隐式梯形积分法更好。此外，在数值 

试验中，4级、8阶辛 Runge—Kutta方法在采用 

h=0．8 S的极大步长情况下，仍能获得较好的计算 

精度。 

5 结束语 

本文将辛几何算法及辛代数动力学算法两类 
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新的数值积分方法引入电力系统暂态稳定性数值计 

算领域，以一个简单的电力系统为例，将新方法与 

传统的算法进行了对比分析。根据初步的数值实验 

结果，可以得出以下几个结论： 

1)Euler中点积分法是辛算法；隐式梯形积分 

法不是辛算法，是一种局域保辛的辛代数动力学算 

法。Euler中点积分法与隐式梯形积分法相比，两者 

同型、同阶，计算量相当，但 Euler中点积分法具 

有更好的计算精度。 

2)对 于可 分系 统 ，显辛 算法 与传 统 的 

Runge—Kutta方法相比，两者计算量相当，但显辛 

算法在计算精度和数值稳定性方面具有较明显的优 

势。因此，对于采用经典模型的暂态稳定性计算， 

显辛算法是一种更为有效的新方法。 

3)辛代数动力学算法的计算精度不如同阶的 

辛几何算法，但高阶辛代数动力学算法比同阶的辛 

几何算法的计算速度更快一些。在采用大步长同时 

对计算精度要求较高的情况下，4阶辛代数动力学 

算法是一种较好的新方法。 

4)多级、高阶辛Runge—Kutta算法具有内在的 

时间并性特性，而且它在级数增加的同时能够保持 

阶数的同比增长。这与传统的时间并行计算完全不 
一

样：用隐式梯形积分法进行时间并行计算时，不 

论时间并行度如何，该方法永远只能是 2阶的。正 

是因为辛 Runge—Kutta算法能够保持阶数与级数之 

间的同比增长，所以，s级、2 阶的辛 Runge—Kutta 

算法在采用S倍于 Euler中点积分法所用步长的情 

况下，仍能够保持或获得比后者更高的计算精度。 
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