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基于最大熵原理的谐波求和问题 
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摘要：针对电力系统中具有不同相角分布时随机谐波矢量(电压和电流)求和问题，采用最大熵原理求取谐波矢量和幅值(简 

称和值)的概率密度分布。通过各随机矢量 x、Y正交分解后的统计特征 (各阶矩)合成得和值的统计特征 ，由最大熵原理仅需 

4阶矩就能很好地逼近矢量和值的概率密度函数 PDF(Probabi 1 i ty Dens i ty Funct ion)，进而获得相应的 95％概率值，避 

免了递推高阶矩所带来的误差；且求和时不需要各个随机矢量在相位上具有 0～2 7r的均匀概率分布，适用于小样本情况。 

最后用实际测量值进行的对比分析验证了该方法的有效性。 
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Abstract： This paper presents a new method by using principle of maximum entropy to obtain the probability density distribution 

of sum of random harmonic vectors(voltage or current)whose phases have different probability distribufion functions in a power 

system．Several vectors ale decomposed wim X．Y axis．Obtaining,the summation of random vectors by mat of their high order 

moments and through the iteration of moments of given vectors’X．Y axis components．the PDF of the sum of vectors is obtained by 

using principle of maximum entropy and only needing 4-order moments，and then obtaining the probability value of 95％of the sum 
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0 引言 

电力系统中非线性负荷变化的不确定，导致其 

产生的谐波电流 (电压)大小和相角具有随机性， 

因而多个谐波源的叠加表现为随机矢量求和问题。 

谐波的随机特性可由其测量值的一些重要统计参 

数【l 来表征，IEC(国际电工委员会)和国标都提出 

了以谐波的95％超值概率值 (即超过95％概率值谐 

波电压或电流的大小)作为谐波估计标准。 

文献[3，4]通过边缘分布推导出矢量和概率密度 

分布的积分形式，再利用高阶正交多项式逼近积分 

形式得到用多项式表达的矢量和概率密度函数。但 

谐波矢量相角必须满足在0～2冗均匀分布，实际电网 

中，大多数非线性负荷产生的低次谐波矢量相角一 

般表现为非2兀的扇形分布或椭圆分布，利用上述方 

法计算会带来较大误差。采用Monte．Carlo方法可计 

算非27c分布的矢量和概率密度函数【5一】，但计算量 

大，耗时长，而且没有明确的解析表达式。文献[8，9] 

利用Laguerre多项式拟合矢量和的概率密度函数解 

决了相位非2兀均匀分布的随机矢量求和问题，但 

Laguerre多项式只展开有限项会带来截断误差，增 

加原点矩的阶数可减小截断误差，但因样本矩与精 

确矩之间的误差而带入的样本误差会随着阶数增加 

而增加。 

最 大 熵 原 理 MEP (The Maximum En~opy 

Principle)用于随机变量 (标量形式)概率密度函数 

的估计，已在水文水资源科学【l们、数据测量Ll 、洪 

水预报[坦】、地震频度[”】等方面有了成功应用，但仅 

用于随机变量的标量形式。 

本文利用MEP处理电力系统中随机谐波(电压 

和电流)在具有不同相角分布时的矢量求和问题。根 

据独立分量求和法则，通过随机矢量x、y正交分量 
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的各阶矩合成得到和值的各阶矩，以熵函数为目标 

函数，以谐波矢量和值各阶统计矩为约束条件，通 

过最大化熵，提取谐波矢量和的概率密度函数，进 

而获得相应的95％概率值。文中仅用和值的低阶矩 

(4阶)就能到达满意的效果，其收敛快残差小，避 

免了递推高阶矩带来的误差。本文用该方法模拟电 

弧炉产生的谐波在 电网中的叠加过程，并与 以 

La譬ue盯e多项式[91拟合结果进行对比，证明了该方法 

的准确性及有效性。 

1 基于MEP的概率密度函数 

MEP在数学上可表达为 ̈1： 

Max ( )=一Ip(x)In p(x)dx (1) 
-  

约束条件： 

Ip(x)dx=1 (2) 
_  

R 

IXip(x)dx=mi (f_l，2，3，⋯，D(3) 
J=； 

式中：H(x)为随机变量 的熵；p(x)为 的概率 

密度函数； 为 的取值边界；m 为 样本数据的 

第 f阶原点矩。 

模型的求解是一个泛函条件极值问题，为使随 

机变量的熵日( )在满足式(2)、(3)的条件下取得 

最大值，特构造如下拉格朗日方程： 
r ] 

百=H(x)+( +1)I p(x)dx一1 l+ 
r  

L 

1  

_J (4) 

圭 p(x)dx—mi l l=1 LR ．J 
式中：ao、 、 2，⋯ ， 为相应约束条件的拉 

格朗日乘子。 

当满足 ：0时得： 
印 

p( )=exp(2o+∑ ) (5) 

由式 (2)和 (3)作数学推导得 

ln(!exp(∑l ) ] 
exp( xi)dx 

Iexp(2 xi)dx 

(6) 

由式(6)及(7)求解关于 的方程组，并将结果代 

入式(5)可求得随机变量的概率密度函数。 

由式 (5)、 (6)、 (7)可知，约束条件和 

随机变量的积分上下界影响 MEP优化精度。为提 

高精度，本文通过样本统计矩判定约束条件。太高 

阶次对分布形式改善不大，本文通过仿真证明，约 

束条件选取 4阶矩能达到比较满意的结果。而随机 

变量的积分上下界一般按样本范围确定。样本统计 

矩及积分范围可由现场谐波测量值得到，因此可用 

于描述随机谐波的概率密度函数。 

2 随机矢量求和的概率密度函数模型 

2．1各分量1氐阶矩到鬲阶矩 的递推 

，z个随机矢量求和问题可描述为 1： 

= ∑4 cosO,+ 4 sinO,=Zx，+jZr, (8) 

式中： 为，z个随机矢量A(f=1，⋯，，z)的和； 

A 、 分别为A的幅值和相角；墨、yf分别为A的 

X、y分量。由式(8)可进一步推导出 

l X =Zx， 

I {
yT=∑ (9) 

l =x；+砰 
【 

式中：xT、yT分别是和值4T的x、y分量。 

考虑到各分量相互独立，因此有 

=E(Zx，)=∑ (10) 

V (2 k =研(∑x，) 】 (11) 

式中： 、 分别为坼和 的l阶矩； V (2 k’为 

的2k阶矩，它可由式(12)递推得到 

)- +∑、，c J Hx(2 k V (12) 

式中：c = 是二项式系数； 为 

前口+1个x分量和的2七阶矩； 为第n+1个x分量 

咖阶矩。同理可推导出y分量的 、 和 。̈ 

2．2分量阶矩到和值阶矩的转换 

使用递推算法估计得到矢量和各分量的 2k阶 

矩，再用矩量平方换算出矢量和幅值的2k阶矩： 
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嚆’= + (13) 所示，电 炉A，B单独作用时3次谐波电流分布 
为非 2rt的扇形分布。 

lj
唧(2”= ’+∑ 蟛 v卟(2 (14) 

j=l 

2．3多谐波源叠加的概率密度函数 

由上述可知，MEP提供了用随机变量阶矩拟合 

概率密度函数的方法，可推广到随机矢量求和问题。 

由式 (13)和 (14)可得矢量和幅值的2k阶矩，以 

此作为最大熵的约束条件。由式 (5)、(6)、(7) 

可求取表示和值平方 的概率密度函数： 
f 

． (口 )=exp( +∑ ( ) ) (15) 

式中：a 为A 的一个值。 

基于 MEP的谐波求和流程图如图 l所示。 
初始化数据 】 

J 谐波源实测数据得分量各阶原点矩 

1 分量阶矩递推法求取矢量和各阶矩 

约束条件(矢量和幅值各阶矩 

l MEP优化处理 
● 

l 得到矢量和PDF 
● 

[ 得到95％超值概率值 ] 

图 1基于 MEP谐波求和模型流程图 

Fig．1 How chart of model of summation harmonic vectors 

based onM[EP 

3 实测数据的应用分析 

本文对某电网 110 kV母线M 处所测数据进行 

分析。如图 2所示，A，B分别为2台 20t的电弧炉。 

当A，B分别单独工作时，利用 ToPS1000电能质 

量分析仪采集变压器 110 kV高压侧的谐波数据，并 

采用3 S均方值每分钟整理成一个数据，1天内得到 

1 440个数据作为计算样本。 

图2电弧炉供电系统简图 

Fig．2 Schematic diagram of supply system for arc furnace 

实际测量得到的数据不可能达到标准的均匀分 

布，主要在较低次谐波时出现非 27r分布。如图 3 
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图 3电弧炉 A和 B的 3次谐波电流散点图 

Fig．3 Distribution of the 3 harmonic current vectors of arc 

furnaceAandB 

当样本统计矩阶次分别为 4阶和 8阶时，基于 

MEP求取矢量和的概率密度函数。由图4可知，统 

计矩阶次为4阶和 8阶得到的概率密度分布形式差 

别不大，且都能较好地反映样本的实际分布，所以 

本文约束条件选取 4阶统计矩。 

0．4 

0．3 

差 
越 
翱 0．2 
瓣 
畦 

0．1 

0 
0 5 10 15 2O 

l3次谐波电流 

图 4概率密度函数的比较 

Fig．4 Comparison of probabilicy density function 

首先，利用 MEP求得电弧炉 A谐波电流分布 

的概率密度函数 (幅值阶矩取 4阶，下同)，如图5 

中规则实线所示，以Laguerre多项式 J拟合谐波电 

流概率密度函数 (幅值阶矩取到 10阶，下同)，如 

图 5中点划线所示，并将上述所得结果与实际测量 

值统计得到的谐波电流分布曲线 (图5中不规则曲 

线)进行对比；然后比较谐波的95％概率值，由式 

(16)计算其相对误差【8】，如表 1～3所示。所分析 

的谐波次数取 3、7、13次。 

式中：evq，ei 为第 q次谐波电压、电流幅值 95％ 

超值概率值的相对误差； ，，h 为基于实测样本 

得到的第q次谐波电压、电流幅值95％超值概率值； 

％ 殇 



· 22一 电力未统保护与控制 

， 为基于有限实测样本利用 MEP 或 

Laguerre多项式估计得到的第 g次谐波电压、电流 

幅值 95％超值概率值。 

0 10 20 30 40 50 

电流／A 

(a)3次谐波电流 

． 。 ⋯ ⋯  

0 5 lu lb 

电流／A 

(b)l3次谐波电流 

图 5电弧炉 A谐波电流的概率密度函数 

Fig．5 Probability density function of arc furnace 

A harmonic currents 

表 1电弧炉 A谐波电流的 95％概率值 

Tab．1 95％ probability values of arc furnace A harmonic 

currents 

由图 5可以看出，由MEP方法得到的逼近曲 

线与谐波的实际分布基本吻合，而 Laguerre多项式 

得到的逼近曲线在图5(a)中的5～15 A区间与实 

际分布有较大偏差，这与该区间数据较少有关，在 

图5(b)中的0～2 A区间与实际分布也有较大偏 

差，这与 Laguerre多项式的截取方式有关。从表 1 

可知，MEP方法得到的95％概率值的平均相对误差 

仅为 3．796％，比由 Laguerre多项式得到的 95％概 

率值的平均相对误差小。 

其次，采用本文方法获得的谐波电流和的近似 

PDF和以Laguerre多项式【9】拟合得到谐波电流和的 

近似 PDF，与两个实测值分解相加得到的 PDF进行 

对 比。 

0 20 40 60 80 100 

电流／A 

(a)3欢谐波电漉 

0 5 l0 15 2O 

电流／A 

cb)l3次谐波电流 

图6电弧炉谐波电流和的概率密度函数 

Fig．6 Probability density function of summation of arc furnace 

harmonic currents 

表 2电弧炉谐波电流和的 95 概率值 

Tab．2 95％ probability valuesof summ ationofarcfllrnacc 

harmonic currents 

从图6可以看出，图 6(a)中由于双峰相距较 

近且幅值相差不大，．MEP方法在 20"--30 A区间未 

能完全拟合谐波的实际分布但仍能表示出其分布趋 

势，而Laguerre多项式得到的逼近曲线则把双峰拟 

合为单峰，与实际分布有较大偏差；图6(b)中由 

MEP方法得到的逼近曲线与谐波的实际分布基本 

吻合，由Laguerre多项式得到的逼近曲线在 0～3 A 

区间时与谐波的实际分布有一定的偏差。从表 2可 

知，MEP方法得到的95％概率值的平均相对误差仅 

为 3．822％。 

最后，分别采用本文方法和 Laguerre多项式 J 

获得谐波电压和的近似 PDF，与两个实测值分解相 

加得到的PDF进行对比。 

如图7和表 3所示，由于实测数据呈多峰分布 

且峰峰相距很近，描述每个峰的数据较少，最大熵 

方法拟合的逼近曲线未能反映多峰情况但仍能表示 

其分布概况，而Laguerre多项式得到的逼近曲线也 

未能拟合出多峰分布，在 1．5％～2．5％区间与实际分 

布有较大偏差。MEP方法得到的95％概率值的最大 
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相对误差仅为6．414％，证明了该方法的准确性。 
表 3 电弧炉谐波电压和的 95％概率值 

Tab．3 95％ probability values of summation of arc furnace 

harmonic voltage 

本文通过仿真证明，MEP方法仅需样本4阶矩 

就能得到很好的逼近曲线，可以避免递推矢量和高 

阶矩所带来的样本误差，同时减小Laguerre多项式 

只展开有限项出现的截断误差。测量数据的样本矩 

与利用积分公式直接积分得到的精确矩之间的误 

差，以及实际分布概率密度函数的不连续性带来的 

误差，使得由 MEP得到的逼近概率密度函数与实 

际分布函数有一定差异。同时由于样本数据有限，其 

统计结果并不能完全表示电网实际运行情况；但谐波 

评估主要考虑超值概率值，如95％概率值，因此MEP 

方法是比较准确的，在工程上是可以接受的。 

蜘 
祷 

图 7电弧炉谐波电压和的概率密度函数 

Fig·7 Probability density function o
．

f summation of arc furnace 

harmonic voltage 

4 结论 

(1)本文利用 MEP基于有限的谐波源测量数 

据样本确定谐波的概率密度分布，不要求其幅值和 

相位满足某种特定分布；可用于非 2兀均匀分布的随 

机矢量求和问题。 

(2)本文方法只要求各随机矢量在 X-Y分量 

的4阶矩，就能完成随机矢量求和计算并给出PDF， 

避免了递推高阶矩带来的误差。 

(3)实例表明本文方法在估计 95％概率值时 

有较高的精度；整体拟合精度主要取决于样本各阶 

矩的精确度，同时积分上下界的准确选取还需要进 
一

步研究。 
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验证结果，总结出基于小波变换模之和的奇异性检 

测启动元件算法具有以下特点： 

1)约束①由于采用改进梯度算法，使梯度模极 

大值增大，提高了启动元件区内故障时的动作灵敏 

度，同时也提高了无故障时约束①的抗干扰性能。 

2)约束②采用基于 WTMS的奇异性检测，避 

免了以往基于 WTMM 的奇异性检测方法在近距离 

或对端母线附近故障可能出现拒动的情况。 

3)奇异性检测对象是故障行波波头，同时采用 

支集长度较短的三阶中心样条小波，计算复杂度较 

低，因此该启动元件具有超高速的动作特点。 

需要说明，实际应用中应根据具体输电网络对 

约束①的门槛通过数字仿真和现场校验加以确定， 

而启动元件应满足的要求便是门槛值确定的原则。 

对于电压过零点故障时无行波过程而造成的启 

动元件启动失败，文献[5]tR出可采用突变量启动原 

理解决其在此类故障时无法启动的问题。 

4 结论 

本文对启动元件的两个约束进行了改进，分别 

采用了改进梯度算法和小波变换模之和算法，使启 

动元件进一步满足故障时不拒动、无故障时可靠不 

误动的要求。ATP仿真及故障暂态数据验证表明该 

启动元件具有可靠的动作性能，是正确和实用的。 
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