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摘要 : 利用基于最小二乘法的正交多项式级数来逼近谐波的概率密度函数并估计其 95%不超过概率值。根

据电力谐波测量样本统计样本的阶矩 (原点矩 ) ;对于多变量或多矢量求和 ,首先建立求和模型 ,在统计出分

量阶矩的基础上通过递归方法计算和的阶矩。基于最小二乘法的思想 ,确定逼近的正交多项式级数展开中的

待定系数。这种方法不要求谐波的幅值和相位具有某种特定分布 ,适用范围广。最后用实例证明了该方法的

有效性。
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0　引言

近年来 ,大量非线性负荷的广泛应用 ,使得电力

系统配电网和输变电系统中产生了大量的谐波电流

和谐波电压 ,给系统和用户造成了极大的危害。

IEC (国际电工委员会 )和国标都提出了以谐波的

95%不超过概率值作为谐波估计标准。

谐波源具有时变特征 [ 1, 2 ]
,因此普遍采用概率

统计的方法来对其产生的谐波电流或相应的谐波电

压进行分析和估计。为了计算谐波的 95%不超过

概率值 ,首先要求获得谐波分布的概率密度函数。

传统采用蒙特卡洛方法计算概率密度函数 [ 3, 4 ]
,但

计算量大 ,计算所耗时间长。文献 [ 5, 6 ]总结了电

力系统中常见的三种计算概率密度函数的方法 ,包

括 Gram - Charlier级数法、Pearson法和 Johnson法。

Gram - Charlier级数法要求分布具有近似的正态分

布 , Pearson法要求分布函数满足某一特定的微分形

式 ,而 Johnson法中 ,不同的转换函数可能带来不同

的误差 ,转换函数的最优选择还有待进一步探讨。

因此 ,它们在计算谐波分布概率密度函数和谐波的

95%不超过概率值时都还存在着一定的局限性。

本文采用由正交多项式组合构成的级数来逼近

谐波概率密度函数 ,不要求谐波具有某种特定的分

布 ,只要求有足够大的谐波样本 ,适合于处理各种不

同分布的谐波问题。根据谐波样本获得其分布的统

计特征 ,计算分布函数的各阶矩 ,利用正交多项式的

特性 ,基于最小二乘法的思想 ,确定多项式级数的待

定系数 ,进而获得逼近谐波分布的概率密度函数以

及相应的 95%不超过谐波概率值。

1　基于最小二乘的正交多项式级数

最小二乘法的一般提法是 :对给定的一组数据
( xi , f ( xi ) ) ( i = 0 , 1 , ⋯, m ) ,要求在函数类φ =

span{φ0 ,φ1 , ⋯,φn }中找一个函数 y = s
3 ( x) ,使得

误差平方和‖δ‖2
2最小 ,即

‖δ‖2
2 = 6

m

i =0

δ2i = 6
m

i =0

( s
3 ( xi ) - f ( xi ) ) 2

=

m in
s∈φ 6

m

i =0

( s ( xi ) - f ( xi ) ) 2 (1)

这里 , f ( x)为分布的真实函数 , s ( x) 为逼近 f ( x) 的

拟合函数

s ( xi ) = 6
n

i =0

αiφi ( xi )　　 ( n < m ) (2)

其中 :αi为待定系数。用几何的语言说 ,就称之为

曲线拟合的最小二乘法。

常见的正交多项式包括拉盖尔多项式、埃尔米

特多项式、勒让德多项式和雅可比多项式等 ,由它们

组合而成的级数展开式都可以用来描述或逼近任意

的函数 f ( x)。本文采用拉盖尔多项式来进行说明。

拉盖尔多项式 Ln ( x)是一组在正实轴上以 e
- x

为权函数的正交多项式 ,具有在正实轴上的正交性 ,

即

∫
∞

0

e
- x

Ln ( x) Lm ( x) dx =
1　n = m

0　其它
(3)

它适合于描述在正实轴上取值的函数 ,因此用

来逼近电力系统中谐波分布的概率密度函数是很有

效的。

考虑权函数 e
- x

,任意在正实轴上取值的连续

函数 f ( x)都可以展开为由拉盖尔多项式描述的级
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数形式 (具体推导过程参考文献 [ 7, 8 ] ) :

f ( x) = e
- x 6

+∞

k =0

αk Lk ( x) ( k = 0, 1, ⋯, n) (4)

令 φi ( xi ) = Lk ( xi ) , 　s ( xi ) = f
3 ( xi ) =

e
- x i 6

n

k =0

αk Lk ( xi ) ,利用最小二乘法的思想 ,问题转化

为确定αk ( k = 0, 1, ⋯, n) 使式 (1) 中误差平方和

‖δ‖2
2达到最小值 ,即

‖δ‖2
2 = m in

s∈φ 6
m

i =0

( e- x i 6
n

k =0

αk Lk ( xi ) - f ( xi ) ) 2

(5)

也就是求多元函数

F (α0 ,α1 , ⋯,αn ) = 6
m

i =0

( e
- x i 6

n

k =0

αk Lk ( xi ) -

f ( xi ) ) 2的极小点 (α0 ,α1 , ⋯, an )问题。

由 9F
9αk

= 0 ( k = 0, 1, ⋯, n) ,可推得

6
m

i =0
e- x iLk ( xi ) 6

n

k =0

αk Lk ( xi ) = 6
m

i =0
f ( xi ) Lk ( xi )

(6)

f ( x)为连续函数 , x的取值范围为 0到正无穷。

当 m取值足够大时 (理想情况为趋于无穷 ) ,式 ( 6 )

可以表示为积分形式

∫
∞

0

e- x
Lk ( x) 6

n

k =0

αk Lk ( x) dx = ∫
∞

0

f ( x) Lk ( x) dx (7)

代式 (3)及 Lk ( x) = 6
k

k =0

( - 1) i
k!

( k - i) ! ( i! ) 2 x
i入式 (7) ,

得

αk = ∫
∞

0

f ( x) 6
k

i =0

( - 1) i
k!

( k - i) ! ( i! ) 2 x
i
dx =

6
k

i =0

( - 1) i
k!

( k - i) ! ( i! ) 2 v
i
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其中 : v
i
X = ∫
∞

0

f ( x) x
i
dx,若 f ( x)是关于随机变量 X的

概率密度函数 ,则 v
i
X就是随机变量 X的 i阶 (原点 )

矩。应用在电力系统谐波估计中 ,假设取得足够大的

谐波样本 ,则 v
i
X可以由谐波的样本 i阶 (原点 )矩代

替 ,通过式 (8) 和式 (4) 就能计算出关于谐波电流

或谐波电压的概率密度函数。

文献 [ 11 ]提出了通过直接积分确定逼近曲线

系数αk的方法。值得说明一点的是 ,在实际工程应

用中 ,对有限样本进行曲线拟合时 ,最小二乘法是非

常有效的 ,本文基于最小二乘法的思想来推导系数

αk ,就是为了证明由此得到的逼近曲线是最佳的 ,因

为它与实际曲线的误差平方和 ‖δ‖2
2将是所有逼

近曲线中最小的。

得到电力谐波的概率密度函数 f ( x)之后 ,可以

通过式 (9)计算谐波的任意 P%不超过概率值 Xp :

P% = ∫
X p

0

f ( x) dx ×100% (9)

由 Laguerre多项式的性质

∫
∞

X

e
- t

Lk ( t) d t = e
- X

[Lk (X ) - Lk - 1 (X ) ] (10)

得

CP% = ∫
∞

X p

e
- t 6

N

k =0
Ck Lk ( t) d t ×100% = e

- X p
{ 1 -

6
N

k =1
Ck [Lk (Xp ) - Lk - 1 (Xp ) ] } ×100%

(11)

其中 : P% + CP% = 1。例如 ,要得到谐波的 95%概

率值 ,在式 (11)中令 CP% = 0. 05,求解 Xp即可 ,从

而避免了繁杂的积分运算。

2　阶矩的计算

由于电力系统网络结构的复杂性 ,网络节点众

多 ,对每一节点都进行监测是不可行的。只有对某

一个或某几个谐波源节点进行监测 ,然后利用电力

系统网络结构和谐波潮流计算的理论进行分析 ,得

到其它待处理节点的谐波特性。这就涉及到谐波求

和的问题。又由于谐波是随机分布的矢量 ,因此除

了标量求和之外 ,还需要考虑矢量求和。体现在上

一节正交多项式逼近谐波概率密度函数中 ,也就是

怎样解决和量的阶矩问题 ,即分量阶矩的标量合成

和矢量合成问题。需要说明一点的是 ,电力系统中

各谐波源一般是相互独立的。

以两个随机分量为例 ,首先考虑标量合成。令

X是两个相互独立的随机变量 X1和 X2的合成 :

X = X1 + X2 (12)

利用二项式展开 ,则有

v
i
X (X ) = v

i
X 1 +X 2

(X1 + X2 ) = vX 1 +X 2
·

( 6
i

j =0

C
j
i X

i - j
1 X

j
2 ) = 6

i

j =0

C
j
iV

i - j
X 1

V
j
X 2

(13)

其中 : C
j
i为二项式系数 , C

j
i = i! / ( j! ( i - j) ! )。

随机矢量 �Z的幅值 Z不但是随机的 ,其相角θ

也是随机的。假设两随机矢量 �Z1和 �Z2的合成为 :

�Z = X + jY (14)
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其中 : �Z i = X i + jYi , X i = Z i cosθi , Yi = Z i sinθi , X =

6 X i , Y = 6 Yi ( i = 1, 2) , X i和 Yi分别为矢量 �Zi在

X - Y轴上的正交分量 ,考虑 �Z1和 �Z2、X i和 Yi相互独

立 ,可以利用标量的合成计算 X和 Y的偶次阶矩 :

v
2 i
X = 6

2 i

j =0
C

j
2 i v

2 i - j
X 1

v
j
X 2

, 　v
2 i
Y = 6

2 i

j =0
C

j
2 i v

2 i - j
Y1

v
j
Y2

(15)

由式 (14)得 , Z
2

= X
2

+ Y
2
,则合成矢量 �Z幅值

Z的偶次阶矩

v
2 i
z = v (X

2
+ Y

2 ) i
= 6

i

j =0
C

j
i v

2 i - 2 j
X v

2 j
Y (16)

式 (4) 中 , 令 x = z
2
, 则 f ( z

2 ) =

e
- z2 6

+∞

k =0

αk Lk ( z
2 ) ,对应式 (8) 中待定系数αk的确定

只需要已知式 (16)计算所得到的幅值 Z的偶次阶

矩 v
2 i
z 就可以了。值得说明一点的是 ,与传统的矢量

求和方法不同之处在于 ,本文所用方法中矢量的相

角在 0～ 2π可以是任意分布 ,而不要求满足在 0～

2π均匀分布 ,因此具有更广泛的适用性。

利用同样的方法进行多次递归计算 ,多个随机

变量或矢量求和的阶矩也可以得到。计算得和量的

阶矩后 ,相应的谐波和的概率密度函数和 95%不超

过概率值就可以确定了。

另外 , Laguerre多项式是在正实轴上无穷项展

开 ,计算时只截取有限项出现截断误差 ,还会在 X

轴两侧出现振荡 ,文献 [ 7, 9, 10 ]对其误差进行了讨

论。本文经过反复的仿真实验发现 ,对随机变量的阶

矩进行标准化 ,将有效地加速逼近函数曲线的收敛 ,

从而减小逼近误差。本文采用随机变量二阶矩的平

方根作为标准化基准值 ,则标准化后的各阶矩为 :

( v
i
X )标准化 =

v
i
X

( v
2
X ) i

(17)

文献 [ 11 ]还引入了尺度因子和修正系数来减

小拟合曲线的误差 ,这对提高 Laguerre多项式求和

逼近随机变量概率密度函数的精确性起到了一定的

改善作用。但是 ,本文通过标准化各阶矩的方法极

大地加速了拟合曲线的衰减 ,使得振荡不明显 ,已经

没有必要再采取截取的方法 (即引入尺度因子和修

正系数 )来进行修正。从实例分析中也可以看出 ,

比较文献 [ 11 ] ,本文拟合曲线的误差大大减小了。

3　实例分析

在电气化铁道中 ,电铁牵引负荷产生大量谐波 ,

对其谐波的监测和治理已经越来越引起人们的重

视。本文首先对某电网由电铁牵引负荷在 110 kV

母线上产生的谐波电流进行统计分析 ,用横河

W T1600谐波分析仪测量得到的两个工作日的数据
(每分钟一个记录值 )作为计算样本 ,利用前文的方

法求逼近谐波电流分布的概率密度函数 (阶矩取到

20阶 )并作其曲线图 ,如图 1中规则曲线所示 ,与由

实际测量值统计得到的谐波电流分布曲线 (图 1中

不规则曲线 )进行比较 ,最后比较谐波电流的 95%

概率值 ,并计算出相对误差 ,如表 1所示。由于电铁

牵引负荷产生的谐波电流主要以低次存在 ,本文分

析了 3、5、7、9、11次谐波。其中 ,

误差 = |估计值 -真实值 | /真实值 ×100%

图 1　电铁牵引负荷谐波电流概率密度函数

Fig. 1　Probability density function of electric

locomotive load’s harmonic currents

表 1　电铁牵引负荷谐波电流 95%概率值

Tab. 1　95% p robability values of electric locomotive

load’s harmonic currents

真实值 /A 估计值 /A 误差 / ( % )

3次 6. 17 6. 2 0. 49

5次 6. 05 6 0. 83

7次 3. 14 3. 09 1. 59

9次 1. 978 1. 98 0. 10

11次 1. 465 1. 46 0. 34

　　下面再对某电网 110 kV节点进行谐波求和分

析。如图 2所示 ,M点母线带有 A、B两台 20吨电

弧炉 ,电弧炉侧装有 5、7次单调谐滤波器及 12次高
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通滤波器 (未投入 )。工作时用横河 W T1600谐波

分析仪分别测量变压器 110 kV高压侧谐波电流 (包

括幅值和相位 ) ,每分钟记录一次 ,取 3个工作日的

数据进行谐波的求和分析。电力系统中的低次谐波

一般不具有 0～2π均匀分布 ,利用前文所介绍的求

和处理方法 ,求得两台电弧炉谐波电流和的概率密

度函数 (阶矩取到 20阶 )并作其曲线图 ,如图 3中

规则曲线所示 ,与由实际测量值求和统计得到的谐

波电流分布曲线 (图 3中不规则曲线 )进行比较 ,最

后比较谐波电流的 95%概率值 ,并计算出相对误

差 ,如表 2所示。所分析的谐波次数取 3、5、7、9、

11、13次。

图 2　电弧炉供电系统简图

Fig. 2　D iagram of power supp ly system for arc furnace

图 3　电弧炉谐波电流和的概率密度函数

Fig. 3　Probability density function of summation of

arc furnaces’harmonic currents

表 2　电弧炉谐波电流和的 95%概率值

Tab. 2　95% p robability values of summation of

arc furnaces’harmonic currents

真实值 /A 估计值 /A 误差 / ( % )

3次 1 022 1 039 1. 66

5次 499 477 4. 41

7次 280 266 5

9次 114 115 0. 88

11次 796 746 6. 28

13次 372 357 4. 03

　　由两个实例分析可以看出 ,逼近曲线在主瓣之

外衰减很快 ,几乎不再有什么振荡 ,很好地拟合了谐

波的实际分布。由以上计算结果还可以看出 ,由于

正交多项式只能展开有限项出现的截断误差 ,以及

实际分布概率密度函数的不连续性带来的误差 ,使

得逼近概率密度函数与实际分布函数有一定差异 ,

但是 ,另一方面 ,通过逼近函数得到的 95%概率值

与实际的 95%统计值之间有较好的逼近 ,最大相对

误差仅为 6. 28% ,因此 ,用此方法估计谐波的 95%

概率值是有效的。

4　结论

1)利用基于最小二乘法的正交多项式级数展

开可以逼近任意分布的电力谐波概率密度函数 ,不

要求其幅值和相位满足某种特定分布。对于参与求

和的谐波不要求它的相位满足 0～2π均匀分布。

2)通过变量分布的矩来确定分布的概率密度

函数 ,通过求解方程 (11)来估计电力谐波的 95%概

率值 ,避免了繁杂的积分运算 ,计算更方便快捷。

3)用实际算例证明了此方法的有效性 ,采用谐

波变量二阶矩的平方根作为标准化基准值是可行

的 ,这极大地减小了逼近曲线与实际分布的误差 ,在

工程上是可以接受的。
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Applica tion to harm on ics’ sta tistic w ith orthogona l polynom ia ls ser ies ba sed on lea st squares m ethod

WANG Gang, YANG Hong2geng

( Sichuan University, Chengdu 610065, China)

Abstract:　This paper uses orthogonal polynom ials series based on least squares method to app roximate p robability density function of
harmonics and estimate 95% non2exceeding p robability values. According to the measurement samp les, the statistic moments of sam2
p les ( about zero) can be obtained. For summation of several variables or vectors, it needs to construct the summation models firstly,
the summation’s moments can be obtained by recursive calculation after the components’moments are known. U sing the concep t of least
squares method to determ ine the need determ ining coefficients of the app roximating p robability density function series expansion, this
method doesn’t require that the amp litudes and phases have any fixed distributions, so it can be used widely. A t last, this paper em2
p loys actual examp les to p rove the efficiency of the app roach p resented.
Key words:　least squares method; 　orthogonal polynom ials; 　harmonics; 　p robability density function;　moments
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