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摘要 : 通过对电力系统某些模型的研究 ,发现系统在鞍结分岔 ( SNB )前会经历 Hopf分岔 (HB )的失稳 ,采用

Hopf分岔理论研究电力系统的稳定运行问题 ,能够比较全面地考虑非线性系统的非线性性态 ,深入揭示系统

失稳的机理。然而以往的间接法在计算 Hopf分岔点时 ,每次改变参数都要计算系统雅可比 (Jacobian)矩阵的

特征值并判断是否出现一对实部为零的共轭虚根 ,导致计算量较大。而直接法对初值的要求比较严格。文中

引入双参数构造系统的扩展方程求解 SNB分岔曲线 ,并寻找系统的高阶分岔点 TB点 ,由于 TB点是 SNB曲

线与 HB曲线的交点 ,以该点为初始值 ,采用扩展方程可以直接求解双参数下的 Hopf分岔曲线 ,进而得到系

统在双参数下的分岔边界。
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0　引言

结构稳定性是指当动力系统受到扰动变为“邻

近”的动力系统时 ,系统的拓扑结构保持不变的性

质。如果某个动力系统是结构不稳定的 ,则任意小

的扰动都会使系统的拓扑结构发生突然的变化 ,即

发生结构失稳。随着分岔研究的深入 ,已经知道系

统的分岔与系统的结构稳定性是密切相关的 ,当系

统结构失稳 ,就必然存在着局部或者全局的分岔 ,因

此可以通过对分岔现象的研究 ,来探讨系统的结构

稳定性。

电力系统是一个复杂的非线性系统 ,分岔理论

作为分析系统结构稳定的方法已经在电力系统稳定

问题的研究 (特别是针对电压稳定以及非线性振荡

问题的研究 )中得到了广泛应用。在许多典型电力

系统模型中 ,发现的分岔类型主要有鞍结分岔
( SNB )、霍普夫分岔 ( HB ) 和奇异诱导分岔
( SIB ) [ 1～4 ]。文献 [ 5 ]研究了电压失稳与 SNB的关

系 ,指出在 SNB点电力系统某些负荷节点的电压失

去稳定。文献 [ 6 ]通过对简单模型的分析 ,发现系

统在 SNB前经历了 Hopf分岔 ,在 Hopf分岔点处系

统维持周期性振荡或者振幅不断加大而导致失稳。

SIB是微分代数方程中由于代数方程奇异所发生的

分岔 ,它是微分代数方程中所特有的现象 ,本文主要

对前两种分岔进行分析。
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　　求取分岔点并采取有效措施使得系统运行点远

离分岔点对于系统的安全稳定运行有重要意义。目

前的研究主要集中在单参数分岔点的求取 ,通过追

踪电力系统一维平衡点 (解 )流形 ,即系统平衡点随

参数变化时的函数曲线 ,在此过程中利用局部分岔

条件来判断是否发生分岔以及分岔的类型 ,该方法

又称为间接法 [ 8 ]。针对 SNB点附近系统雅可比

(Jacobian)矩阵奇异 ,文献 [ 8 ]利用实验函数 ,通过

内插与外推来逼近分岔点 ,但通常只能得到分岔点

的近似解。文献 [ 9 , 1 0 ]通过变换 Jacobian矩阵

A ( u) ,将特征根穿越虚轴化为穿越单位圆的问题来

求取系统的 Hopf分岔点 ;文献 [ 11 ]利用胡维茨

(Hurwitz)行列式研究 Hopf分岔问题 ,建立了 Hopf

分岔的代数方法等。

间接法在计算 SNB和 Hopf分岔点时 ,为了不

至于漏掉系统分岔点 ,在进行搜索计算时 ,控制参数

的步长不能取得太大 ,这样就导致了循环次数的增

加 ,计算量的增大 ,且该方法只适合于单参数系统。

文献 [ 12 ]采用 Auto计算软件 ,选取负荷有功无功作

为分岔参数 ,对一个典型电力系统模型进行了双参

数研究 ,得到了以往单参数分岔未能发现的一些现

象 ,并做了进一步的讨论。直接法 (扩展方程法 )的

原理是利用分岔点所满足的平衡点条件和分岔条件

来构造代数方程进行求解。文献 [ 13 ]通过增加扩

展方程来构造决定性系统的办法 ,由于决定性系统

在分岔点处 Jacobian矩阵非奇 ,使用牛顿法可以获

得这个决定性系统的解。文献 [ 14 ]利用延拓法和

02
第 34卷 第 12期
2006年 6月 16日　　　　　　　　　　　　

继电器
RELAY　　　　　　　　　　　　

Vol. 34 No. 12
Jun. 16 , 2006

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



直接法相结合求解三机九节点系统的双参数分岔边

界。

通常情况下求解 Hopf分岔的扩展方程对初值

的要求比较严格 ,为了准确地求解 Hopf分岔点 ,本

文在直接法的基础上通过寻找系统在双参数下的高

阶分岔点 Takens2Bog2danov点 (简称 TB点 ) ,即 HB

分岔曲线和 SNB分岔曲线的交点 ,并以该点做初值

利用扩展方程求取 Hopf分岔点 ,进一步得到系统在

双参数下的由 SNB曲线和 HB曲线所构成的分岔边

界 ,最后通过典型的三节点系统验证了算法的可靠

性。

1　双参数扩展方程法的描述

1. 1　扩展方程

以常微分方程表示的动力学系统为 :

Ûx = f ( x, p) (1)

其中 : x为状态变量 , p为可变参数 ,令 ( x, p)为满足

f ( x, p) = 0的系统的定常解曲线 ,且在 n + 1维空间

中定义了一个一维解流形 ,称其为平衡解流形 [ 15 ]
,

可以使用逐点求解的方法追踪该解流形。如果方程
(1)的平衡解流形在某个平衡点具有唯一零特征根

和一对共轭纯虚根 ,则系统在该平衡点处满足鞍结

分岔和霍普夫分岔。对于鞍结分岔点 ,本文采用二

次转折分岔点的扩展方程进行计算 [ 13, 18 ]
,其形式如

下 :

F ( z) =

f ( x, p)

fx ( x, p) <

l< - 1

= 0 (2)

式中 : <为右奇异向量 , l∈R
n为任意选择向量 ,方

程 (2)是具有 2n + 1个未知数的 2n + 1阶系统。

引理 1:平衡点 ( x0 , p0 )是二次转折分岔点 ,当

且仅当点 ( x0 , p0 , <0 )是方程 (2)的正则解 [ 18 ]。

对于霍普夫分岔点其扩展方程如下 :

F ( z) =

f ( x, p)

fx ( x, p) 9 +ωβ

l9 - 1

fx ( x, p)β -ωα

lβ

= 0 (3)

平衡点 ( x0 , p0 )是 Hopf分岔点当且仅当 ( x0 ,

p0 )是方程 (3)的正则解。

考虑由微分代数方程表示的电力系统 ,

Ûx = f ( x, y, p) , f: R
n +m + p→R

n

0 = g ( x, y, p) , g: R
n +m + p→R

m
(4)

其中 : x是电力系统设备的状态变量 ,如同步发电机

的功角、发电机的角速度、感应电动机的滑差 , y是

系统的代数变量 ,如母线电压或注入电流 , p和 q是

系统的一个时不变的标量参数 ,通常表示为母线的

无功或有功。该系统的平衡解流形满足如下方程

f ( x, y, p) = 0

g ( x, y, p) = 0
(5)

则该系统发生鞍结分岔和霍普夫分岔的必要条

件是系统状态矩阵 A s = fx 2fy gy
- 1

gx有一个特征根为

零或者有一对共轭特征虚根。

为了方便计算 ,把系统 ( 5 )中的两个方程合为

一组方程 :

F ( x, y, p) = 0 (6)

根据式 (2)和 ( 3)提供的扩展方程即可追踪一

维平衡解流形上的鞍结分岔点和霍普夫分岔点。但

是方程 (3)对初值要求比较严格 ,本文引入高阶分

岔 TB点作为求解 Hopf分岔的初值点。

1. 2　双参数系统中的高阶分岔

如果把上述电力系统模型扩展为带两个参数的

非线性系统 :

F ( x, y, p, q) = 0 (7)

假设平衡点 ( x0 , p0 , q0 )是一个简单二次转折

分岔点 ,且满足如下方程 ,

F ( z) =

f ( x, p, q)

fx ( x, p, q) <

l< - 1

= 0 (8)

和非退化条件
< | R ( fx ( x, p, q) )

fx ( x, p, q) | R ( fx ( x, p, q) )

fxx ( x, p, q) | R ( fx ( x, p, q) )

(9)

于是在 ( x0 , p0 , q0 )附近存在唯一的解曲线
( x ( q) , q)使 ( x ( q) , p ( q) , q)都是二次转折分岔

点。如果继续追踪该解曲线 ,某一个鞍结分岔点的

非退化条件可能被破坏 ,导致更为复杂的高阶分岔

点 , TB点就是其中的一种。通过余维数可以得到一

个对上述现象粗浅的解释 ,如果某个分岔点的余维

数是 m ,那么恰好需要 m个参数来保证这个分岔点

的存在 ,即在只有 m 21个参数时这种分岔点不可能
存在 ,而在 m维参数空间中它是一个孤立点 ,在 m

+ 1维参数空间中它是由一条或者几条曲线组成的

一维流形。因此当使用一个变化的参数追踪平衡解

流形时 ,有可能在某一个点使得系统 Jacobian矩阵

奇异 ,即该点就是鞍结分岔点。如果分别对两个参

数进行控制 ,就可以得到一条奇异点曲线 ,奇异点的
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余维数为 1,而对于 TB点 ,余维数为 2。

围绕双参数系统考虑如下求解 Hopf分岔的扩

展方程 :

F ( z) =

f ( x, p, q)

fx ( x, p, q) 9 +ωβ

l9 - 1

fx ( x, p, q)β-ωα

lβ

= 0 (10)

引理 2:设平衡点 ( x0 , p0 , q0 )是方程 ( 10)的正

则解 ,且满足二次音叉分岔点的条件 ,则 ( x0 , p0 ,

q0 )是一条转折分岔曲线与一条 Hopf分岔曲线的交

叉点 [ 18 ]。

采用方程 (8)求解 SNB曲线 ,得到一系列 SNB

点 ,并求出相应的双参数值和系统特征矩阵 fx在

SNB分岔曲线上零特征根所对应的左右特征向量 ,

φj与ψj , 当左右特征向量的乘积改变符号时 ,即 (φj

ψj ) (φj + 1ψj + 1 ) < 0, 在 j和 j + 1之间必有 TB点 [ 18 ]
,

以该 TB点作为初始近似值 ,利用方程 (10)计算 HB

曲线。

2　算例分析

本文的算例采用如图 1所示的简单电力系统 ,

该模型是在电压失稳研究分析中的常见模型 ,在多

篇文献中已有具体描述 [ 3, 7, 12 ]。

图 1　典型 3节点系统

Fig. 1　A typ ical three2bus system

负荷模型采用 W alve模型 ,该模型包含有一个

感应电动机模型和一个恒功率模型 ,感应电动机模

型反应了感应电机有功和无功随电压和频率的变

化 ,感应电动机与恒功率负荷的并联模型为 :

P = P0 + P1 + Kpw Ûδ+ Kpv (V + T ÛV )

Q =Q0 +Q1 + Kqw Ûδ+ Kqv + Kqv2 V
2

式中 : P0、Q0是感应电动机中的恒定有功、无功 , P1、

Q1是恒 PQ模型。

系统状态方程为 :

Ûδm =ω

Ûω = 16. 666 67 sin (δ-δm -θm ) V -

0. 166 67ω + 1. 880 74

Ûδ= 496. 871 8V
2 - 166. 666 67cos (δ-δm -

0. 087 27) V - 666. 666 667cos (δ-

0. 209 44) V - 93. 333 33V + 33. 333 33Q1 +

43. 333 33

ÛV = - 78. 763 84V
2

+ 26. 217 22cos (δ-δm -

0. 012 41) V + 104. 868 87cos(δ-

0. 134 58) + 14. 522 88V - 5. 228 76Q1 -

7. 032 68 - 0. 392 157P1

设 P1 = 0,以 Q1作为分岔参数 ,依次增加 Q1得

到一条定常解曲线 ,在 Q1 = 11. 411 447处系统发生

鞍结分岔。进一步采用延拓算法减小 P1 得到 TB

点 ,具体计算结果如表 1所示。以 TB点作为初始

点 ,采用扩展方程计算 TB点附近的 HB点 ,依次增

大 P1得到 HB曲线。分岔边界如图 2所示。
表 1　零特征根左右特征向量乘积

Tab. 1　Multip ly of the left and right eigenvector

P1 20. 99 21 21. 01 21. 02

TB 0. 525 72 0. 515 6 0. 505 3 21. 94e2015

　　从图 2可以看出 ,参数 P1在从 0开始的范围

内 ,有两支 Hopf分岔曲线 ,随着参数不断增大 ,这两

支 Hopf分岔逐渐接近 ,最后重合 ,此时沿无功 Q1增

大的方向 ,系统只有一个 Hopf分岔点 ,该点称为

Hopf分岔曲线的极值点。如图 3所示 ,系统在 Q1 =

10. 946, P1 = 0处受到微小扰动下有等幅周期性振

荡 ,该 Hopf分岔称为次临界分岔。如图 4所示 ,在

Q1 = 11. 406 75, P1 = 0处具有稳定的周期解 ,该分

岔点称为超临界分岔。对于电力系统而言无论是次

临界分岔还是超临界分岔 ,在实际中都会导致系统

的不稳定。

图 2　双参数分岔边界图

Fig. 2　Two2parameter bifurcation boundary

图 3　系统在分岔点附近的时域仿真 (Q1 = 10. 946, P1 = 0)

Fig. 3　Time domain simulation results of the system

near the bifurcation point (Q1 = 10. 946, P1 = 0)
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图 4　系统在分岔点附近的时域仿真 (Q1 =11. 406 75, P1 =0)

Fig. 4　Time domain simulation results of the system

near the bifurcation point (Q1 = 11. 406 75, P1 = 0)

3　结 论

本文采用扩展方程法求解电力系统微分代数方

程在二维参数下的分岔边界 ,通过引入双参数构造

系统的特征方程从而求解鞍结分岔曲线 ,同时寻找

系统的 TB点 ,以该点为初始值 ,直接求解双参数下

的 Hopf分岔曲线 ,进而得到系统在双参数下的分岔

边界 ,这种方法不仅避免了系统 Jacobian矩阵在

SNB分岔点附近出现奇异 ,而且克服了 Hopf分岔扩

展方程牛顿迭代法初值选取的困难 ,提高了计算速

度。本文最后利用一个典型的电力系统算例验证了

该算法的有效性。
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An extended equa tion s m ethod to com pute two2d im en siona l param eter b ifurca tion s

boundary in power system s

GUO L i, ZHANG Yao, L IU Yong2qiang

( School of Electric Power, South China University of Technology, Guangzhou 510640, China)

Abstract:　By much research on power system models, the system will experience Hopf B ifurcation (HB) before the Saddle2Node B i2
furcation ( SNB). By using Hopf B ifurcation theory to analyze the stability operation of electric power system, the nonlinear characteris2
tics of nonlinear system s can be totally involved and the instability reasons for system s is revealed deep ly. W hile to calculate the Hopf

B ifurcation point, the p revious methods involve a great deal of computation of the eigenvalues of system’s Jacobian matrix and decision

whether the real parts of the eigenvalues were zero when there exist any changes of the parameters in the system. In this paper, by u2
sing two parameters, the extended equations is set up for getting SNB curve and the advanced bifurcation point, TB point. Since the TB

point is the intersection point of the SNB curve and the Hopf B ifurcation curve, the Hopf B ifurcation curve of the system can be calcu2
lated by setting the TB point as the initial value of the extended equations. Furthermore, the two2dimensional parameter bifurcation

boundary of the system can be obtained.
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