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摘要 : 首先简要介绍了分岔的基本概念 ,然后从静态分岔和动态分岔两个方面 ,评述了分岔理论在电压稳定

研究中的应用情况。重点介绍了鞍节分岔点和 Hopf分岔点的求取算法 ,分析了各种算法的优缺点 ,并简要介

绍了奇异诱导分岔在动态电压稳定分析中的应用情况 ,最后对分岔理论在电压稳定研究应用中的前景进行

了展望。
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0　引言

分岔是非线性科学研究的一种现象 ,主要研究

当一组微分方程所描述的解的动态特性与方程所含

参数的取值相关 ,并随着参数取值的改变而发生的

变化 ,包括系统一些重要特性 ,例如稳定性、稳定域

和平衡点的变化。

电压稳定问题是非线性分岔理论引入电力系统

分析的一个切入点。1989年 , I. Dobson提出了鞍节

分岔点导致电压崩溃的机理解释 [ 1 ] ,并在此基础上

继续应用鞍节分岔点理论来分析电压稳定问

题 [ 2～4 ]
,力图从特征值的角度 ,计算和解释鞍节分岔

点。此后 ,文 [ 5 ]指出仅仅考虑鞍节分岔点对于电

力系统稳定分析来说是不够的 ,作者沿用 H. D.

Chiang的实例模型进行计算 ,结果发现系统在到达

鞍节分岔点之前就已经发生了其它类型的分岔从而

失稳。H. G. Kwatny较为全面和严谨地从理论上研

究了局部分岔的应用表现 [ 6, 7 ]。从这些文献所反映

出的研究现状来看 ,众多学者将电力系统视为一个

非线性动力系统 ,将电压稳定视为结构性稳定问题 ,

而分岔现象正是引起电压失稳的主要原因之一。因

此 ,对于分岔点的求取就成为电压稳定分析中一个

重要的研究方向。对于这一问题 ,国际上已经较好

地掌握了相关的数学工具 [ 5～7 ]
,并有着较成熟的软

件开发经验和实践成果 [ 8, 9 ]
;而国内近几年在分岔

理论的深入研究和软件编程方面也取得了长足的进

展 [ 10～12 ]。
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1　分岔理论的基本概念 [ 13～15 ]

如下式所示的非线性动力系统 ,

x = f ( x,μ) , x∈R
n
,μ∈R

p (1)

其形态 (包括平衡点的数目、稳定特性、轨道的拓扑

结构 )在一定的μ值处会发生突变 ,不能从一种流

连续地变形为另一种流 ,这就是分岔 ,而对应的μ

值及状态变量值则称为分岔点。分岔理论主要包括

静态和动态两个方面。静态分岔指的是平衡点的数

目和稳定性随参数变化而发生的变化 ,如鞍节分岔。

动态分岔则是对系统结构稳定性的否定 ,对于结构

不稳定的系统 ,一个小扰动就可能破坏轨线的拓扑

等价。Hopf分岔是最基本也最具有代表性的动态

分岔。另外 ,奇异诱导分岔也是电压稳定动态分析

中经常涉及到的动态分岔之一。下文将从动态和静

态两个方面分别介绍分岔点的求解方法。

2　动态分岔理论在电压稳定研究中的应用

2. 1　Hopf分岔分析 [ 15～17 ]

电压稳定问题可以用如下的微分代数方程组来

表述 :

x = f ( x, y,μ)

0 = g ( x, y,μ)
(2)

其中 : x是描述各种元件动态行为的状态向量 ; y是

节点电压向量 ;μ为分岔参数向量 ; g是网络方程 ,

即潮流方程。

目前在电压稳定的分岔分析中多数考虑的是平

衡点附件电力系统拓扑结构的变化 ,往往将电力系

统各种元件的动态行为用平衡点来模拟 ,得到以下

的平衡点方程组 :
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0 = f ( x, y,μ)

0 = g ( x, y,μ)
(3)

进一步简写为一般形式 :

φ( u,μ) = 0 (4)

其中 : u为状态向量 ,μ为分岔参数向量。

Hopf分岔是指微分代数方程组的雅可比矩阵
φu = 9φ/ 9u的一对共轭特征值的实部由负变正时 ,

在非双曲平衡点附近出现的分岔 ,其对应的失稳模

式是周期性的振荡发散失稳。根据其规范形的系数

又可区分为超临界分岔和亚临界分岔。超临界分岔

对应着稳定极限环 ,亚临界分岔对应着不稳定的极

限环 ,亚临界分岔会严重限制电压稳定域的大

小 [ 17 ]。

2. 2　Hopf分岔点的求取方法 [ 18 ]

目前研究 Hopf分岔的主要方法有直接法和连

续法两种方法。

1)直接法

文 [ 19 ]认为对于平衡点方程φ( u,μ) = 0,满足

下列方程的平衡点即为 Hopf分岔点。
φ( u,μ) = 0

det( jωIn, m -φu ) = 0
(5)

其中 :

In, m =
In 0n×m

0m ×n 0m

(6)

直接求解式 ( 5)即可得到 Hopf分岔点 ,但每次

迭代都需要求解φ ( u,μ)的二阶导数 ,工作量大。

另外此法也不能得到平衡解流形的全部信息。

2)连续法

这类方法主要是连续追踪平衡解流形 ,同时判

别流形上的平衡点是否为 Hopf分岔点 ,判别的方法

有两种 :一是逐点计算出随控制参数变化的系统雅

可比矩阵的所有特征值 ,进而判断是否有共轭特征

值穿越虚轴 ,以此来确定是否出现 Hopf分岔 ;二是

根据 Hurwitz判据 ,通过特征多项式的系数构成的一

系列 Hurwitz行列式符号的变化来搜索 Hopf分岔

点。前者由于要逐点计算雅可比矩阵的所有特征

值 ,计算量大 ;后者对于高维系统 ,构造特征多项式

的各项参数本身就是十分困难的。

2. 3 　奇异诱导分岔分析

Zaborszky和 Venkatasubramanian等人首先提出

并证明了奇异诱导分岔定理 [ 20, 21 ]。在文献 [ 20, 21 ]

中 ,作者把中心流形理论应用到微分代数方程组对

应的奇异摄动常微分方程组上完成了这一证明。此

后 , Bemdmo Ie在他的博士论文中也对此进行了证

明 [ 22 ]。文献 [ 23 ]给出了奇异诱导分岔的一般性定

义 :

定义 1　假设对所有的μ∈R,式 ( 2)都有平凡

平衡点 ,且关于平衡点的线性化都有一特征曲线
α(μ) ,如果对于某两序列 ( ln ) , (μn ) < R, ln单调递

增收敛于μ0 (记为 ln↑μ0 ) ,μn单调递减收敛于μ0

(记为μn↓μ0 )则有如下性质 :

1) 当 n→∞,α(μn )→∞和α( ln ) →∞

2) 对任意 n, Re[α( ln ) ]Re [α(μn ) ] < 0

则称μ0为一个奇异诱导分岔点。

奇异诱导分岔主要描述了带参数的线性化微分

代数方程组的特征值有极点的情形。奇异诱导分岔

分析曾经是电压稳定研究的热点 , Canizares[ 24 ]等学

者依此理论研究了励磁顶值等非线性环节对电压稳

定性的影响 ;王庆红等人提出了当系统参数发生变

化的情况下搜索奇异诱导分岔点的方法 ,并利用改

进的奇异诱导分岔定理对无阻尼和带阻尼情况下电

力系统中发生的奇异诱导分岔现象进行了详细的分

析 [ 12, 23 ]。目前学术界已经普遍认为奇异诱导分岔

是导致电力系统电压失稳的三种分岔形式之

一 [ 16, 25, 26 ]。

除了 Hopf分岔和奇异诱导分岔以外 ,在电压稳

定研究中涉及到的动态分岔还包括闭轨分岔、同宿
(或异宿 )分岔等等。这些分岔的求取则更加复杂

和困难 ,众多文献中多以简单系统为例来进行验证

说明。而动态分岔对电压失稳的影响则更是说法众

多 ,有的学者甚至认为在一定条件下 , Hopf分岔一

般不会出现在电压崩溃现象中 [ 27 ]。

而随着理论研究的进一步深入 ,目前也出现了

一些较为可靠的应用动态分岔理论的电压稳定分析

软件。例如美国电科院 ( EPR I, USA)已推出的稳定

性分析商业软件 PSAPAC中所包含的针对电力系统

小扰动稳定性分析的工具软件 ,就计及了鞍节分岔

和 Hopf分岔的对系统稳定性的影响 [ 28 ]。动态分岔

理论对于揭示动态电压稳定的机理有着不可估量的

作用 ,是一个值得深入研究的方向。

3　静态分岔理论在电压稳定研究中的应用

3. 1　鞍节分岔分析

在电压稳定的静态分岔分析中 ,一般不考虑元

件的动态特性 ,此时平衡点方程的最简形式就是潮

流方程。如前文所述 ,电力系统静态分岔分析中的

主要研究对象是鞍节分岔点。

鞍节分岔指得是平衡方程的雅可比矩阵的一个
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实特征值由负变正时发生的分岔。在静态分析中 ,

一般将潮流方程的雅可比矩阵做为主要的研究对

象。在鞍节分岔点处 ,由于出现了零特征值 ,潮流方

程雅可比矩阵奇异 ,导致潮流计算不收敛 ;而此零特

征值对应的左右特征向量则包含了关于分岔性质、

系统响应和控制措施的有效性等有价值的信息。其

中 ,右特征向量表明在状态空间中由于鞍节分岔而

导致系统演变时其状态所沿的方向 ,利用该方向可

以确定引发鞍节分岔现象、造成系统电压失稳的最

危险的扰动形式 ;而左特征向量则表明哪个状态对

零特征值有着显著的影响 ,即为了控制分岔对哪些

状态控制更为有效 ,从而找到消除鞍节分岔现象 ,提

高电压稳定裕度的控制措施 [ 16 ]。

对于鞍节分岔点目前的求解方法主要有连续

法、直接法和非线性规划法三种方法。

3. 2　鞍节分岔点的求取方法

1) 连续法

连续法主要是利用连续潮流从系统初始状态开

始追踪潮流的解曲线 ,直至 PV曲线的拐点 (鼻尖

点 ) ,也就是鞍节分岔点。

连续潮流首先对常规潮流方程进行参数化处

理 ,得到如下所示的扩展方程组 :

f ( x,λ) = g ( x) -λb = 0

P ( x,λ) = 0
(7)

其中 : g ( x) = 0为常规潮流方程 ; b为表示节点注入

功率变化方向的向量 ;λ为节点注入变化参数。式
(7)中的第二个方程就是参数化方程。目前主要有

弧长参数化和局部参数化两种方法。

由于添加了一维参数化方程 ,式 ( 7)的雅可比

矩阵在鞍节分岔点并不奇异 ,从而解决了常规潮流

雅可比矩阵在鞍节分岔点奇异 ,以及在分岔点附近

雅可比矩阵病态造成的潮流计算不收敛问题。连续

潮流可以完整地刻画出系统的 PV曲线 ,准确求得

鞍节分岔点。

目前最常用的连续潮流方法是预测 -校正方

法 ,其主要思想是 :从潮流解曲线的一个已知点 ( x0 ,

λ0 )开始 ,通过预测环节 ,在给定的节点注入功率的

变化步长下 ,利用切线法或者插值法获得解曲线上

下一点 ( x1 ,λ1 )的近似值 ( �x1 , �λ1 ) ;然后通过校正环

节求得 ( x1 ,λ1 )的准确值 ;如此循环求解 ,直至达到

鞍节分岔点 [ 29 ]。

利用连续潮流求取鞍节分岔点 ,可以方便地计

及各种不等式约束 ,而且鲁棒性较好 ,但是对预测环

节的步长控制要求比较严格 ,而且计算量大 ,难以实

现在线计算。

2) 直接法

直接法从鞍节分岔的定义出发 ,认为满足下列

条件时 ,系统即处于鞍节分岔点 [ 30～35 ]。
f ( x,λ) = 0

fx v = 0

v
T

v = 1

(8)

其中 , v为雅可比矩阵零特征值对应的特征向量。

式 (8)中第一组方程为增广的潮流方程 ;第二组方

程表示潮流方程雅可比矩阵 fx在分岔点处有一零

特征值 ;第三组方程是对向量 v的规范化。

显然 ,求解式 ( 8 )即可求得鞍节分岔点。但是

对于一个 n维系统来说 ,式 (8)就是一个 ( 2n + 1)维

的方程组。对于大型电力系统来说 ,直接求解这样

一个方程组计算量是非常大的。此外在鞍节分岔点

处潮流方程的雅可比矩阵奇异也给数值计算带来了

困难。

为了解决上述问题 ,文 [ 34 ]对求解鞍节分岔点

的特征方程组进行了重新参数化 ,引入了新的参数 ,

将 (2n + 1)维的特征方程组降维为 ( n + 1 )维 ,并给

出了鞍节分岔点的测试函数 ,然后利用连续性方法 ,

逐步跟踪到鞍节分岔点。文 [ 35 ]在此基础上 ,进一

步提出潮流解曲线在鞍节分岔点附近可以用二次型

曲线来近似描述。因此利用潮流方程解曲线上的两

或三个点 ,可以近似估计出鞍节分岔点的位置。文

[ 36 ]则提出利用分块矩阵方法来进行求解以简化

计算。文 [ 37 ]中通过引入辅助变量和辅助方程 ,将

高维方程组简化为两个小规模的方程组 ,以此来实

现对原方程组的简化求解。

总之 ,直接法一般都采用变换方法来简化对式
(8)的求解 ,同时克服因潮流雅可比矩阵在分岔点

处奇异给数值计算带来的困难 ,但是这往往会对原

方程组的稀疏性造成不同程度的破坏。直接法必须

在消除雅可比矩阵在分岔点处奇异与对其原有稀疏

性的破坏之间取得一定程度的平衡 [ 38 ]。

相对于连续法而言 ,直接法的计算速度较快 ,目

前已经成功地运用到了实际系统中 ,但是由于直接

法不便于计及各种不等式约束 ,因此所得出的结果

具有一定的局限性。

3) 非线性规划法

非线性规划法将电压稳定极限点 ,即分岔点的

求解转化为一个非线性优化问题 ,其优化目标是在

满足系统各种约束的情况下 ,如何确定电力系统中
(整个系统或系统中特殊区域、特殊节点 )负荷增量
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的最大值 [ 39, 40 ]。该方法可以很方便地计及各种等

式和不等式约束 ,并从一定程度上避开了潮流雅可

比矩阵在分岔点处奇异给数值计算带来的困难。而

且可以将众多成熟的非线性规划方法直接引入分岔

点的求解中来。

综上所述 ,鞍节分岔点的三种求解方法各有优

劣 :连续法和非线性规划法可以方便地计及各种约

束 ,计算结果较为准确 ,但是计算量大、速度慢 ,难以

在线应用 ;直接法计算速度快 ,但是鲁棒性差 ,而且

难以有效计及不等式约束。但这三种方法之间又互

相联系 ,文 [ 34 ]提出的直接法中也用到了连续潮

流 ;而文 [ 41 ]更是直接证明了直接法从本质上讲是

非线性规划在不考虑各种约束条件下的一种特例。

因此 ,深入研究三种方法之间的内在联系 ,兼顾三者

的优点 ,取长补短 ,找出一种求解鞍节分岔点的混合

方法也是一个很有价值的研究方向。

4　分岔理论在电压稳定分析研究中的展望

目前 ,国内外学者在将分岔理论引入电压稳定

分析方面已经取得了长足的进展 ,尤其在静态分岔

方面 ,已经出现了在实际系统中得到应用的成功范

例。然而由于电力系统的特殊性和分岔理论的自身

特点 ,该领域还有许多问题有待进一步深入研究。

1) 在目前的研究当中 ,众多学者往往受电力系

统按照静态、动态的分类来进行研究的影响 ,将静

态、动态分岔现象割裂开来分别进行研究。而实际

上 ,静态分岔和动态分岔对电压稳定的影响是纠合

在一起的 ,文 [ 16 ]中提出电压稳定所决定的可行域

的边界通常是由鞍节分岔、Hopf分岔和奇异诱导分

岔三个分岔空间组成的。因此电压稳定的分岔分析

方法应具有统一性 ,可以同时研究静态和动态分岔

问题。

2) 相对于静态分岔 ,电压稳定的动态分岔分析

方法仍处于理论探索阶段。而分岔理论本身是一套

统一的数学分析方法 ,在动态分岔分析研究中 ,静态

分岔分析的一些数学思想是值得借鉴的。此外 ,还

应该加强对分岔理论分析方法的实用化研究 ,尽量

降低计算量。在精确求得分岔点的基础上 ,进一步

找出对电压稳定影响最大的最危险的分岔方向也是

很有实际应用价值的。

3) 利用分岔理论深入研究电力系统动态元件

对电压稳定的影响 ,通过研究动态元件在失稳过程

中的共性来解释电压失稳的机理 ,理清电压失稳与

功角失稳之间的关系 ,力争构造出合理可靠的动态

电压稳定性判别指标。

4) 作为远景规划 ,在深入开展电压稳定分岔分

析的基础上 ,应该积极研究、探索电力系统中的混沌

现象 ,力争从非线性动力学的角度出发 ,对电力系统

这一典型的非线性非自治系统的稳定问题做出合理

的解释。
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