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摘要 : 在微机保护中可以利用最小二乘算法来计算故障电流的基波和谐波分量。对此算法中系数矩阵对测

量误差的影响进行了分析 ,并与全波傅氏算法的系数对测量误差的影响进行对比 ,对实现短数据窗的最小二

乘算法的难点进行了探讨 ,得出了结论。
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0　引言

在微机保护中 ,保护的算法决定了保护设备的

性能。提高保护算法的精度和速度可以使保护准

确、快速、灵敏地检测出故障。尽管当今计算机芯片

运算速度和计算精度得到了大幅度的提高 ,但它们

仍然是保护算法要解决的关键问题。文献 [ 1～3 ]

对最小二乘算法进行了详细阐述 ,并指出最小二乘

算法除具有滤波特性好、精度高的特点外 ,还有数据

窗可变的优点。但是在短数据窗的情况下 ,最小二

乘算法的系数对测量误差具有明显的放大作用 ,以

致计算出来的结果和实际值相差很大。

1　最小二乘算法的基本原理

最小二乘算法的基本原理是将输入数据与预先

设计好的含有非周期分量和某些谐波分量的函数按

最小二乘法原理进行拟合 ,从中求出输入信号中所

包含的基频分量和各种谐波分量的幅值和相角。

为便于下面的分析和计算 ,假设系统故障的暂

态电流包含有衰减性直流分量和小于 6次谐波的各

种整数次谐波分量 ,则可给定电流表达式 :

i ( t) = I0 e-λt
+ 6

5

k =1
Ik sin ( kω1 t + <k ) + w (1)

式中 : I0是衰减直流分量的初始值 ,λ是直流分量的

衰减时间常数τ的倒数 , Ik和φk是 k次谐波的幅值

和相角 ,ω1是基波频率 , w是测量过程中的误差 (包

括非整数次谐波和噪声等 )。衰减直流分量按泰勒

级数展开取前两项可满足实际工程的精度要求 ,于

是式 (1)化为 :

i ( t) = I0 - I0λt + 6
5

k =1
Ik sin ( kω1 t) cos<k +

6
5

k =1

Ik cos ( kω1 t) sin<k + w (2)

在式 ( 2 )中 , 待求量是 : I0 , - I0λ, I1 cos<1 ,

I1 sin<1 , ⋯, I5 cos<5 , I5 sin<5 ;通过 N次连续采样 ,可

得如下矩阵形式的测量值与待求量的方程组 :

I =AX +W (3)

上式中 : I = [ i ( t1 ) i ( t2 )⋯i ( tN ) ]
T

X = [ I0 - I0λ I1 cos<1 I1 sin<1⋯

I5 cos<5 I5 sin<5 ]
T

W = [ w1 w2⋯ wN ]
T

A =

1 t1 sinω1 t1 cosω1 t1 ⋯ sin5ω1 t1 cos5ω1 t1

1 t2 sinω1 t2 cosω1 t2 ⋯ sin5ω1 t2 cos5ω1 t2

… … … … … … …

1 tN sinω1 tN cosω1 tN ⋯ sin5ω1 tN cos5ω1 tN

I阵是采样时刻 t1、t2、⋯、tN 的采样值 ,是已知

矩阵 ; A阵在 t1和采样周期确定后是常数矩阵 ; W

阵是对应于采样值的测量误差矩阵 ,是未知矩阵 ; X

是待求量矩阵。

由式 (3)可得 : W = I - AX

定义使‖W‖2为最小的解 �X是 AX = I的最小

二乘解。AX = I是超定方程组 ,根据超定方程组最

小二乘解的定理可得如下的正规方程组 [ 4 ]
:

A
T
A �X =A

T
I (4 )

设 A阵的秩为 N ,则 A
T
A是 N ×N的对称正定

阵 ,必有 det(A
T
A ) > 0,故式 (4)的解存在且唯一 :

�X = [A
T
A ]

- 1
A

T
I

令 B = [A
T
A ]

- 1
A

T ,则可得 :

�X =B I (5 )

求出最小二乘解后 ,利用下面两式就可得到各

次谐波分量的幅值和相角 :

Ik = ( Ik cos<k ) 2 + ( Ik sin<k ) 2

6
第 3 4卷 第 2期
2006年 1月 16日　　　　　　　　　　　　

继电器
RELAY　　　　　　　　　　　　

Vol. 34 No. 2
Jan. 16 , 2006

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



<k = arctan
Ik sin<k

Ik cos<k

　　　k = 1, 2, 3, 4, 5

最小二乘算法可提取各种不同的分量 ,只需要

在预设的模型中加入该分量即可。为了减少实时计

算量 ,文献 [ 5 ]对递推最小二乘法进行了深入的分

析。文献 [ 6 ]提出了预设模型中不包含衰减直流分

量的最小二乘算法 ,该算法是将衰减直流分量当成

补偿量 ,从而使预设的模型中只有周期分量 ,通过增

加 2个采样值来计算衰减直流分量 ,并将其补偿掉。

2　最小二乘算法的测量误差分析

2. 1　预设模型中包含衰减直流分量

2. 1. 1　由系数矩阵 B分析

由于 A是常系数矩阵 ,所以式 ( 5 )中的 B也是

常系数矩阵。根据上面的假设 , A阵为 N ×12,则 B

阵为 12 ×N;以 X i表示 �X中第 i行的元素 ,以 B ij表

示 B阵中第 i行第 j列的元素 ,以 Ii表示 I中第 i行

的元素 ,则式 (5)可化为 :

X i = 6
N

j =1
B ij Ij 　i = 1, 2, ⋯, 12 (6)

用ΔIi表示 Ii的测量误差 ,ΔX i表示 X i的误差 ,

则可得 :

ΔX i = 6
N

j =1
B ijΔIj　i = 1, 2, ⋯, 12 (7)

从式 ( 7)可以看出 ,如果系数矩阵 B的元素 B ij

较大 ,ΔX i也会较大 ,特别是当ΔIi的最大值和 B ij的

最大值相乘时 ,忽略其他采样点的误差 ,ΔX i就会取

得最大值。这是必然发生的 ,因为随着数据窗起点

向后推移 , B ij的最大值会和每个采样值相乘 ,所以必

须对 B阵进行分析 ,才能控制ΔX i的大小。

下面以每周波采样 32点为例 ,来计算不同 N

值所得到的 B阵。采样周期 TS = 0. 625 m s, A阵中

t1取 TS ,ω1 = 2πf1 = 100π。于是可得 :

A =

1 TS sin100πTS cos100πTS ⋯ sin500πTS cos500πTS

1 2TS sin200πTS cos200πTS ⋯ sin1000πTS cos1000πTS

… … … … … … …

1 N TS sin100πN TS cos100πN TS ⋯ sin500πN TS cos500πN TS

为了简便 ,仅把基波在 B阵中对应的第 3行 (实部 )和第 4行 (虚部 )的最大绝对值列在表 1中。
表 1　TS = 0. 625 m s时 B阵中第 3、4行在不同 N下的最大绝对值

Tab. 1　Maximal absolute value in row 3 and 4 of matrix B when TS = 0. 625 m s

N 12 16 20 24 26 28 30 32 34
|max(B 3 j ) | 641 026 1 356. 6 166. 57 20. 033 6. 466 1. 982 0. 876 0. 393 0. 186
|max (B 4 j ) | 2 065 042 9 595. 2 297. 46 16. 846 3. 643 0. 849 0. 213 0. 100 0 0. 089 5

　　从表 1可以看出 ,随着采样点数的增多 , B阵中

的系数逐渐减小。当 N≤28时 , B阵中的最大值对

测量误差具有明显的放大作用 ;当 N≥30时 ,则 B

阵中的最大值对测量误差已没有放大作用。这说明

随着 N值的增大 , B阵对测量误差造成的影响将减

小。值得注意的是 ,由于是用直线拟合衰减直流分

量 ,所以数据窗越长 ,这种拟合的误差就越大 ,特别

是在衰减时间常数τ很小的时候。

下面将 B阵中的系数和全波傅氏算法的系数

进行比较。众所周知 ,全波傅氏算法基波分量的实

部 XR和虚部 X I分别为 :

XR =
2
N 6

N

k =1
x ( k)·sin ( k·2π

N
)

X I =
2
N 6

N

k =1
x ( k)·cos ( k·2π

N
)

XR和 X I中的系数最大值均为 2 /N ,当 N = 32

时 ,则最大值为 0. 062 5,这仅为表 1中 N取 34时的

1 /3左右 (对实部而言 )。计算表明 ,当 N取 38时 ,

B阵中第 3、4行的最大值分别为 0. 075和 0. 07。但

数据窗加长 ,直线拟合的误差也就越大。因此 ,要使

预设模型中包含衰减直流分量的最小二乘法既能消

除衰减直流分量 ,又有一定的精度 ,则必须根据预设

的模型选择合理的数据窗 N。

当每周波采样 64点即 TS = 0. 312 5 m s时 ,同理

可以计算不同 N值下所得到的 B阵的第 3行和第 4

行的最大绝对值 ,如表 2所示。

表 2　TS = 0. 312 5 m s时 B阵中第 3、4行在不同 N下的最大绝对值

Tab. 2　Maximal absolute value in row 3 and 4 of matrix B when TS = 0. 312 5 m s

N 16 24 32 38 44 52 56 60 64
|max(B 3 j ) | 2. 3 ×107 36 786 303. 4 106. 8 20. 75 3. 514 2 1. 421 0. 569 2 0. 229 6
|max (B 4 j ) | 2. 4 ×107 100 010 2 797 263. 2 26. 43 2. 343 7 0. 646 6 0. 150 8 0. 042 4
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　　从表 2可以看出 ,当数据窗 N≥64时 ,最小二

乘解才有较高的精度 ,而相同采样频率下的全波傅

氏算法的系数最大值仅为 0. 031 25。由此可以看

出 ,提高采样频率也不能缩短数据窗所占用的时间。

2. 1. 2　由 A
T
A的条件数分析

在式 (4)中 ,由于 A是常系数矩阵 ,因此 ,采样值

矩阵 I的误差将直接影响到最小二乘解 �X的误差。
由数值分析理论可知 , A

T
A的条件数 cond (AT

A )可以

反应式 (4)的‘病态’程度 ,即该条件数越大 ,则采样

值同样的微小变化就会使 �X有很大变化 ,‘病态’越

严重 [ 4 ]。这可以从下面关于 �X的相对误差公式得出 :

‖Δ�X‖
‖�X‖ ≤cond (A

T
A )
‖A

TΔI‖
‖A

T
I‖

(8)

由式 (8)可以知道 ,当采样值矩阵 I和误差ΔI

一定时 ,条件数决定了最小二乘解 �X的相对误差上
限。也就是说 ,条件数越大 , �X可能产生的相对误差
越大。由理论分析可知 ,条件数的最小值为 1。

每周波采样分别为 32点和 64点时 ,计算不同

N值下的条件数 cond (AT
A ) ,列于表 3和表 4中。

表 3　TS = 0. 625 m s时不同 N值下的条件数

Tab. 3　Conditional numbers at variable N when TS = 0. 625 m s

N 14 20 24 28 32 36 38

cond ( ) 2. 4 ×1016 5. 6 ×1011 2. 4 ×109 2. 0 ×107 3. 0 ×105 4. 5 ×104 3. 4 ×104

表 4　TS = 0. 312 5 m s时不同 N值下的条件数

Tab. 3　Conditional number at variable N when TS = 0. 312 5 m s

N 16 32 44 52 60 64 68

cond ( ) 1. 9 ×1018 8. 1 ×1013 1. 7 ×1010 1. 4 ×108 1. 9 ×106 2. 8 ×105 7. 8 ×104

　　从表 3和表 4中可以看出 ,随着 N的增大 ,条件

数迅速减小。但同时也可以看出 ,即使采样一个周

波 ,条件数仍然相对较大。由于条件数反映的是产

生最大相对误差的可能性 ,因此条件数只具有参考

意义。

由以上的分析可以得出 :预设模型中包含衰减

直流分量和 6次以下整数次谐波的最小二乘算法的

数据窗为一个周波左右 ,精度也不是很高。容易验

证 ,减少预设模型中的分量 ,相应的 B阵中系数的

最大绝对值和条件数都会减小。但是预设模型越简

单 ,得到的频率特性就越差。

2. 2　预设模型中不包含衰减直流分量

文献 [ 5 ]提出了在预设模型中不包含衰减直流

分量 ,通过增加两个采样点的计算来除去衰减直流

分量的最小二乘算法 ,其思路与能滤除衰减直流分

量的全波傅氏算法一致 [ 7 ]。

在这种算法中 ,首先要计算 3次不包含衰减直

流分量的最小二乘算法 ,然后用这 3次的结果来计

算衰减直流分量。所以 ,如果这 3次计算的结果有

较大的误差 ,必然影响衰减直流分量的滤除。下面

就不包含衰减直流分量的最小二乘算法进行分析。

由于不考虑衰减直流分量 ,因此 A阵就变为 :

A =

sin100πt1 cos100πt1 ⋯ sin500πt1 cos500πt1

sin100πt2 cos100πt2 ⋯ sin500πt2 cos500πt2

… … … … ………

sin100πtN cos100πtN ⋯ sin500πtN cos500πtN

设每周波采样 32点 ,采样周期 TS = 0. 625 m s,

A阵中 t1取 TS ,于是可得到基波在 B阵中对应的第

1行 (实部 )和第 2行 (虚部 )在不同 N值下的最大

绝对值以及相应的条件数 ,列在表 5中。

由于预设模型中没有衰减直流分量 ,表 5的数

据明显比表 3和表 1的数据小。表 5最明显的一个

特点是当 N取 32时 , B阵中的系数和条件数同时取

得最小值。经过计算对比 ,这时 B阵中的系数与全

波傅氏算法的系数完全一致。由表 5可知 ,数据窗

N≥26时 ,该算法才有较高的精度。应该说明的是 ,

当数据窗 N小于一个周波时 ,未包含在预设模型中

的高频整数次谐波也会产生误差 ,而全波傅氏算法

则可以完全滤除高频整数次谐波 ,对高频非整数次

谐波也有较大的抑制作用 [ 2 ]。

表 5　TS = 0. 625 m s时 B阵中第 1、2行在不同 N下的最大绝对值和条件数

Tab. 5　Maximal absolute value in row 1 and 2 of matrix B and the conditional numbers when TS = 0. 625 m s

N 12 16 20 24 26 28 30 32 34

|max(B 1 j) | 327. 8 3. 963 0. 732 0. 179 0. 101 0. 079 1 0. 063 4 0. 062 5 0. 062 8

|max(B 2 j) | 1 029 24. 44 1. 32 0. 152 0. 119 0. 118 0. 111 0. 062 5 0. 063 3

cond ( ) 3. 3 ×108 2. 5 ×105 1. 4 ×103 22 5. 75 4. 94 2. 29 1. 00 1. 56
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3　仿真计算

3. 1　预设模型中包含衰减直流分量

仿真模型如下 :

模型 1:

i ( t) = 50exp ( - 25 t) + 50 sin ( 100πt +π /6 ) +

20 sin (200πt) + 10 sin (300πt) +

10 sin (400πt) + 5 sin (500πt)

模型 2:

i ( t) = 50exp ( - 25 t) + 50 sin ( 100πt +π /6 ) +

20 sin (200πt) + 10 sin (300πt) +

10 sin (400πt) + 5 sin (500πt) +

sin (1050πt +π /6)

模型 2的最后一项为假想的误差 ,是一个高频

非整数次谐波 ,这样的误差假设虽然具有偶然性 ,但

不影响定性分析。设 t = 0时故障 ,每周波采样 64

点 ,仅把基波的实部 IR1和虚部 II1计算结果列在表 6

中。 IR1和 II1的理论值分别为 43. 30和 25。
表 6　仿真计算结果 1

Tab. 6　Simulation results No. 1

N 16 24 32 44 52 56 60 64 72

IR1
模型 1 42. 96 42. 85 42. 81 42. 89 43. 02 43. 10 43. 19 43. 29 43. 49

模型 2 - 2. 5 ×106 1. 4 ×105 185. 7 18. 30 30. 98 43. 00 41. 76 43. 11 43. 40

II1
模型 1 24. 63 24. 80 24. 96 25. 26 25. 40 25. 45 25. 48 25. 49 25. 49

模型 2 2. 8 ×106 - 3. 2 ×105 - 2 001 13. 55 18. 68 25. 80 25. 24 25. 53 25. 51

　　仿真结果表明 : ①随着数据窗的加长 ,精度逐

步提高 ,但数据窗过长 ,则直线拟合衰减直流分量的

误差变大。②当使用无误差的模型 1时 ,只需要很

短的数据窗就可到精度较高的结果 ;但对于带误差

的模型 2,则要将近一个周波才能得到精度相对较

高的结果。③文献 [ 5 ]中的仿真仅基于无误差模

型 ,其得出的 24点数据窗结论不能满足实际的需

要。

3. 2　预设模型中不包含衰减直流分量

仿真模型如下 :

模型 3:

i ( t) = 50 sin ( 100πt +π /6 ) + 20 sin ( 200πt) +

10 sin (300πt) + 10 sin (400πt) + 5 sin (500πt)

模型 4:

i ( t) = 50 sin ( 100πt +π /6 ) + 20 sin ( 200πt) +

10 sin (300πt) + 10 sin ( 400πt) + 5 sin ( 500πt) +

sin (1050πt +π /6)

设 t = 0时故障 ,每周波采样 32点 ,仅把基波的

实部 IR1和虚部 II1计算结果列在表 7中。 IR1和 II1的

理论值分别为 43. 30和 25。
表 7　仿真计算结果 2

Tab. 7　Simulation results No. 2

N 12 16 20 24 26 28 30 32 36

IR1
模型 3 43. 30 43. 30 43. 30 43. 30 43. 30 43. 30 43. 30 43. 30 43. 30

模型 4 503. 5 51. 42 45. 27 43. 42 43. 33 43. 24 43. 31 43. 30 43. 28

II1
模型 3 25. 00 25. 00 24. 99 25. 00 24. 99 25. 00 24. 99 24. 99 24. 99

模型 4 - 848. 0 66. 88 28. 80 25. 13 25. 01 25. 13 24. 95 25. 00 24. 98

　　仿真结果表明 :①当使用无误差的模型 3时 ,只

需要很短的数据窗就可得到精度很高的结果 ;但对

于带误差的模型 4,则要较长的数据窗才能得到精

度相对较高的结果 ,这和前面的分析一致 ; ②文献

[ 6 ]中的仿真也是基于无误差模型 ,其得到的短数

据窗结论并不能应用于实际中。针对本文的仿真 ,

文献 [ 6 ]认为数据窗取 12点就足够精确 ,但从表 7

可以看出 ,加入误差后 , 12点的数据窗是明显不够。

4　结束语

通过理论分析和仿真计算 ,本文得出如下结论 :

将最小二乘算法的系数矩阵和条件数进行综合分

析 ,对实现最小二乘算法具有很大的指导意义。最

小二乘算法可根据不同精度的要求而改变数据窗的

长度 ,但缩短数据窗的同时则必然引起精度的下降 ,

实际应用中应根据上面的分析 ,结合预设的模型综

合考虑。
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Abstract:　This paper analyses the non2comp lete phase operation caused by the conditions of fault grounding, breakdown and asychro2
nous switch2in after direct grounded neutral system breaks away from the main nets. It is dangerous of neutral voltage disp lacement of

transformer when non2comp lete phase operation. Main transformer′s gap p rotection is p roposed to be emp loyed in power system with di2
rect grounded neutral.

Key words:　isolated operation;　non2comp lete phase operation; 　gap p rotection
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Ana lysis of m ea surem en t error of lea st squares a lgor ithm

L IU He2p ing1 , XU Yu2jun1 , ZHANG Xue2tao2

(1. Institute of Electric Engineering, Chongqing University, Chongqing 400044, China; 　

2. XJ Electric Co. , L td, Xuchang 461000, China)

Abstract:　Least squares algorithm is carried out in m icrocomputer2based p rotection to calculate the current value of fundamentalwave

and harmonics. This paper analyses the impact of the coefficient matrix in the algorithm on the measurement error and compares the re2
sult with the impact of the coefficient in full2wave Fourier algorithm. The difficulties of realizing short data window least squares algo2
rithm are discussed and conclusions are reached as well.

Key words:　m icrocomputer2based p rotection; 　least squares algorithm; 　full2wave Fourier algorithm
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