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摘要 : 在电力系统的模拟信号采样和处理过程中 ,为了降低频谱泄漏 ,经常采用二次插值算法。该文从理论

分析和数值仿真两个方面 ,对二次插值算法在正弦信号分析中存在的误差进行了详细的研究 ,得到了误差范

围的解析表达式。该误差分析结果对于掌握正弦信号数字测量的精度和选择采样频率有着指导意义 ,为测量

数据的后续分析处理提供了理论基础。
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0　引言

数字式电气测量是电力系统自动控制中的基本

环节。目前 ,相角量测单元 ( PMU)等自动装置一般

采用固定时间间隔采样方式 ,就是由微处理器
(MCU)控制模数转换器 (ADC)每隔一个固定的时

间周期 T s对电气信号进行一次采样。采样频率通

常为理论工频 (50 Hz)的 N 倍。但是实际上电力系

统的频率是不固定的 ,会在 49. 5～50. 5 Hz的范围内

变化。所以这种采样方式不能保证采样次数 N 与采

样周期 Ts的乘积等于实际工频周期 T (即 N Ts ≠

T)。这种情况被称为频谱泄漏 ,会给电气参数的测

量带来较大的误差。

为解决这个问题 ,文献[1 ]提出了一种二次插值

法 ,通过重新计算得出一组插值数据 ,可以大大降低

频率泄漏造成的误差 ,但是对二次插值法本身带来

的误差却未作详细的分析。本文深入地研究了二次

插值算法的误差大小 ,为信号处理的误差分析提供

了理论基础。

1　二次插值算法简介

固定时间间隔采样的过程如下 ,每间隔 T s 的

时间 ,ADC进行一次采样。设其连续 3次的采样分

别在 t k - 1、t k、t k + 1时刻 ,采样值分别为 Dk - 1、Dk、

Dk + 1。那么对于任意的 tc 时刻 ,其信号值 Dc 虽然

没有直接采样得到 ,但是可以根据实际采样值

Dk - 1、Dk、Dk + 1由拉格朗日 ( Lagrange) 二次插值

法[2 ]近似计算得到。其标准公式为

Dc =
( tc - tk) ( tc - tk - 1) Dk - 1

( tk - 1 - tk) ( tk - 1 - tk +1)
+

( tc - tk - 1) ( tc - tk +1) Dk

( tk - tk - 1) ( tk - tk +1)
+

　　　　　
( tc - tk +1) ( tc - tk) Dk +1

( tk +1 - tk - 1) ( tk +1 - tk)
(1)

一般使用的二次插值算法是内插法 ,即 tc在区

间[ t k - 1 , t k + 1 ]的范围内。二次插值法的本质效果

就是在时间—采样值 ( t —D ) 平面上 ,作出经过
( t k - 1 , Dk - 1) 、( t k , Dk) 、( tk + 1 , Dk + 1) 3点的抛物线 ,

此抛物线上对应 tc 时刻的数值就是内插计算值。

如图 1所示。

图 1　二次插值法

Fig. 1　Quadratic interpolation method

令采样时间周期为 T s ,也就是 t k - t k - 1 = t k + 1

- t k = T s。再令 tc - t k = T s。这样式 (1)可以写成

　Dc =
1
T2

s
[

- tc

2
( Ts - tc) Dk - 1 + ( Ts + tc) ( Ts - tc)·

Dk +
tc

2
( Ts + tc) Dk + 1 ] (2)

上式就是实用的二次插值公式。

2　理论误差分析

电力系统中 ,电气量主要是正弦信号或可展开为傅

里叶(Fourier)级数的信号 ,因此我们只研究正弦信号下

的二次插值算法误差。设信号表达式为

D( t) = Asin(ωt +φ0) (3)

其中 : A 为幅值;ω为角速度;φ0为初相角;而 D为信号

值。为不失一般性 ,可以令 tk = 0 ,则 tk - 1 = - Ts , tk + 1 =

Ts。所以有
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Dk - 1 = Asin(ωtk - 1 +φ0) = Asin( -ωTs +φ0)

Dk = Asin(ωtk +φ0) = Asinφ0

Dk + 1 = Asin(ωtk + 1 +φ0) = Asin(ωTs +φ0)

(4)

设二次插值函数为 y ( t) = at2 + bt + c。其中 a、b、

c分别为系数。显然在 t—D平面上 , y ( t)必然通过 3

个采样点( - Ts , Dk - 1) , (0 , Dk)和 ( Ts , Dk + 1) ,于是有下

面的等式

Dk - 1 = aT2
s - bTs + c

Dk = c

Dk + 1 = aT2
s + bTs + c

解上式得到 a = ( Dk - 1 + Dk + 1 - 2 Dk ) / (2 T2
s ) ,

b = ( Dk + 1 - Dk - 1 ) / (2 Ts) , c = Dk。其中 Dk - 1、Dk、

Dk + 1都已在式 (4)中给出 ,这样就得到了插值函数

y ( t)的解析表达式

y ( t) = Asinφ0 +
Asin(ωTs +φ0) - Asin( -ωTs +φ0)

2 Ts
t +

Asin( -ωTs +φ0) + Asin(ωTs +φ0) - 2Asinφ0

2 T2
s

t2

再经过三角函数变换后 ,上式可以简化为

　　　　y ( t) = Asinφ0 +
Asin(ωTs)cosφ0

Ts
t +

A [cos(ωTs) - 1]sinφ0

T2
s

t2

把其中的正弦、余弦函数在原点展开为幂级数 ,展

开公式[3]如下

sin x = x -
x3

3 !
+

x5

5 !
-

x7

7 !
+ ⋯

cos x = 1 -
x2

2 !
+

x4

4 !
-

x6

6 !
+ ⋯

这样就可以把插值函数 y ( t)在 t = 0处展开成幂级

数

y ( t) = Asinφ0 +
Acosφ0

Ts
[ωTs -
ω3 T3

s

3 !
+
ω5 T5

s

5 !
- ⋯] t

+

Asinφ0

T2
s

[ -
ω2 T2

s

2 !
+
ω4 T4

s

4 !
-
ω6 T6

s

6 !
+ ⋯] t2 =

Asinφ0 + Aωcosφ0 t -
Aω2sinφ0

2 !
t2 -

Aω3cosφ0

3 !
T2

s t +
Aω4sinφ0

4 !
T2

s t2 +

Aω5cosφ0

5 !
T4

s t -
Aω6sinφ0

6 !
T4

s t2 - ⋯ (5)

同样将信号(3)在 t = 0处展开成麦克劳林(Maclau2
rin)级数

　　　D( t) = Asinφ0 + Aωcosφ0 t -
Aω2sinφ0

2 !
t2 -

Aω3cosφ0

3 !
t3 +

Aω4sinφ0

4 !
t4 +

Aω5cosφ0

5 !
t5 -

Aω6sinφ0

6 !
t6 - ⋯ (6)

式(5)、(6)两式相减 ,于是我们就得到了二次内插计

算值的误差解析表达式

y ( t) - D( t) = -
Aω3cosφ0

3 !
t +

Aω4sinφ0

4 !
t2 ( T2

s - t2) +

Aω5cosφ0

5 !
t -

Aω6sinφ0

6 !
t2 ( T4

s - t4) - ⋯

不难判定 ,这是一个收敛的交错级数 ,由莱布尼兹

(Leibniz)判别定理[3] ,余项绝对值小于其首项绝对值 ,也

就是

　　‖y ( t) - D( t) ‖< -
Aω3 ( T2

s - t2) t

6
cosφ0 +

　　　　
Aω4 ( T2

s - t2) t2

24
sinφ0 (7)

对于给定的触发采样时刻 tc ,把 tc的数值代入上式

中 ,就得到此刻二次插值法的误差。此时误差成为信号

初相角φ0的函数

R (φ0) = -
Aω3 ( T2

s - t2
c) tc

6
cosφ0 +

Aω4 ( T2
s - t2

c) t2
c

24
sinφ0

根据三角函数性质 ,可以知道

‖R (φ0) ‖max =
Aω3

6
( T2

s - t2
c) tc

2

+
Aω4

24
( T2

s - t2
c) t2

c

2

=

Aω3

6
( T2

s - t2
c) tc 1 + (

ω
4

tc)
2

注意到 tc在区间[ tk - 1 , tk + 1 ]内 ,所以上式中

1 + (
ω
4

tc)
2≤ 1 + (

ω
4

Ts)
2

再根据不等式原理可以知道( T2
s - t2

c) tc在 tc =
Ts

3
时得到最大值 ,这样 tc时刻最大归一化 (信号幅值为 1)

误差为

　　E =
‖R (φ0) ‖max

A
<
ω3

6
2 T3

s

3 3
1 +

(ωTs)
2

16
=

(ωTs)
3

9 3
1 +

(ωTs)
2

16
(8)

式(8)就是二次插值法误差的解析表达式。根据这

个关系式 ,我们可以计算出某一采样频率下 ,针对不同频

率信号使用二次插值法的误差最大值。

如果系统工作在理论工频(50 Hz) ,那么对其基波和
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各次谐波信号使用二次插值法的最大误差如表 1。
表 1　理论工频下二次插值法的最大理论误差

Tab. 1　Maximal errors of quadratic interpolation method

in theory when system operates at 50 Hz

采样频率
标准基波

(50 Hz信号)
标准 11次谐波
(550 Hz信号)

标准 19次谐波
(950 Hz信号)

标准 25次谐波
(1250 Hz信号)

1. 2 kHz
(24点/ 0. 02 s)

1. 1535×10 - 3 > 1 > 1 > 1

1. 6 kHz
(32点/ 0. 02 s)

4. 8619×10 - 4 0. 73455 > 1 > 1

6. 4 kHz
(128点/ 0. 02 s)

7. 5882×10 - 6 1. 0191×10 - 2 5. 3440×10 - 2 0. 12401

19. 2 kHz
(384点/ 0. 02 s)

2. 8103×10 - 7 3. 7442×10 - 4 1. 9334×10 - 3 4. 4139×10 - 3

68 kHz
(1360点/ 0. 02 s)

6. 3259×10 - 9 8. 4204×10 - 6 4. 3400×10 - 5 9. 8883×10 - 5

　　以上结果中 ,由于系统工作在理论工频 (50 Hz) ,

采样频率是信号频率的整数倍。但是实际情况中 ,工

频会在 49. 5～50. 5 Hz的范围内变化 ,而采样频率还

是固定不变 ,从而导致频谱泄漏 (即 N Ts≠T)。二次

插值算法多在这种情况下使用 ,所以计算此时的误差

数值更有实际意义。

为了得到实际工频情况下二次插值法的误差最

大值。从式 (8)可以看出 ,信号频率较大 (也就是ω

较大)时 ,误差也较大 ,因此应该取系统基波频率为

50. 5 Hz代入计算。实际采样频率始终是固定的 ,

所以保持上表的数值不变 ,结果如表 2。
表 2　实际工频下二次插值法的最大理论误差

Tab. 2　Maximal errors of quadratic interpolation method

in theory when system operates at 50. 5 Hz

采样频率
50. 5 Hz信号
基波

555. 5 Hz信号
(11次谐波)

959. 5 Hz信号
(19次谐波)

1262. 5 Hz信号
(25次谐波)

1. 2 kHz
(24点/ 0. 02 s)

1. 1885×10 - 3 > 1 > 1 > 1

1. 6 kHz
(32点/ 0. 02 s)

5. 0094×10 - 4 0. 7585 > 1 > 1

6. 4 kHz
(128点/ 0. 02 s)

7. 8182×10 - 6 1. 0501×10 - 2 5. 5087×10 - 2 0. 12788

19. 2 kHz
(384点/ 0. 02 s)

2. 8954×10 - 7 3. 8577×10 - 4 1. 9921×10 - 3 4. 5481×10 - 3

68 kHz
(1360点/ 0. 02 s)

6. 5175×10 - 9 8. 6756×10 - 6 4. 4715×10 - 5 1. 0188×10 - 4

3　数值仿真

通过编制程序对二次插值作了仿真。仿真使用

穷举法扫描信号的每一种可能形式。信号沿用正弦

定义式 (3) , D ( t ) = A sin (ωt +φ0) ,取幅值为 1 ( A

= 1) 。首先假设系统频率为 50 Hz (ω= 100π) ,初

相角φ0 取值从 -π至π,步长为π/ 1000 , tc 取值从

- T s至 T s ,步长为 1×10 - 6。穷举所有情况后得到

最大误差如表 3所示。

表 3　理论工频下二次插值法仿真中的最大实际误差

Tab. 3　Maximal errors of quadratic interpolation method

in simulation when system operates at 50 Hz

采样频率
标准基波

(50 Hz信号)
标准 11次谐波
(550 Hz信号)

标准 19次谐波
(950 Hz信号)

标准 25次谐波
(1250 Hz信号)

1. 2 kHz
(24点/ 0. 02 s)

1. 1466×10 - 3 0. 95432 > 1 > 1

1. 6 kHz
(32点/ 0. 02 s)

4. 8456×10 - 4 0. 49597 > 1 > 1

6. 4 kHz
(128点/ 0. 02 s)

7. 5866×10 - 6 9. 9347×10 - 3 4. 9554×10 - 2 0. 10899

19. 2 kHz
(384点/ 0. 02 s)

2. 8102×10 - 7 3. 7336×10 - 4 1. 9171×10 - 3 4. 3498×10 - 3

68 kHz
(1360点/ 0. 02 s)

6. 3208×10 - 9 8. 4118×10 - 6 4. 3336×10 - 5 9. 8689×10 - 5

　　从表 1、表 3可见 ,理论分析和数值仿真结果非

常相近 ,表 1的结果数值略大。

同样 ,实际工频情况下的误差结果更有实际意

义 。取信号频率从 4 9 . 5 Hz至 5 0 . 5 Hz ,步长为

0. 01 Hz ,φ0和 tc的取值同前。注意到这个仿真过

程中信号频率是任意的 ,而采样频率是固定的 ,采样

频率不再是信号频率的整数倍 (即 N Ts ≠T) ,可以

对表 2 的结果作验证。仿真得到的最大误差如表

4。
表 4　实际工频下二次插值法仿真中的最大实际误差

Tab. 4　Maximal errors of quadratic interpolation method in

simulation when system operates at 49. 5250. 5 Hz

采样频率
49. 5 - 50. 5

Hz(基波信号)
544. 5 - 555. 5
Hz(11次谐波)

940. 5 - 959. 5
Hz(19次谐波)

1237. 5 - 1262. 5
Hz(25次谐波)

1. 2 kHz
(24点/ 0. 02 s)

1. 1813×10 - 3 0. 97383 > 1 > 1

1. 6 kHz
(32点/ 0. 02 s)

4. 9922×10 - 4 0. 50826 > 1 > 1

6. 4 kHz
(128点/ 0. 02 s)

7. 8165×10 - 6 1. 0232×10 - 2 5. 1005×10 - 2 0. 11201

19. 2 kHz
(384点/ 0. 02 s)

2. 8953×10 - 7 3. 8466×10 - 4 1. 9750×10 - 3 4. 4808×10 - 3

68 kHz
(1360点/ 0. 02 s)

6. 5123×10 - 9 8. 6667×10 - 6 4. 4649×10 - 5 1. 0168×10 - 4

　　与表 1、表 3的情况类似 ,表 2的理论分析和表

4的数值仿真结果非常相近 ,表 2的结果数值略大。

这是由于理论分析对误差值略有一些放大 (式 7、式

8) 。当然 ,数值仿真的步长还不够密 ,也是仿真结果

数值小的原因之一。但是我们有理由相信 ,表 1、表

2确实代表了最大的误差范围。进一步缩小仿真步

长只能减小两表数值之间的差距 ,却不可能导致表

3、表 4的结果超过表 1、表 2。

同时从表 2 还可以看出 ,二次插值的准确度还

是很高的。在 1. 2 kHz (24点/周波)的采样频率下

对基波插值的误差小于 0. 2 % ,而在 68 kHz (1360

点/周波)的采样频率下 ,对 25次谐波插值的最大误

差在 0. 01 %左右 ,完全可以满足各种数值分析的需
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要。

4　结论

本文从理论分析的角度对正弦信号的二次插值

算法误差进行了研究 ,得到了误差范围的解析表达

式 (式 8) ,并通过数值仿真验证了理论分析的结论。

通过这个解析表达式的简单计算 ,可以很方便

地获知各种信号频率和采样频率下二次插值算法引

入的最大误差。这对于掌握正弦信号数字测量的精

度和选择采样频率有着指导意义 ,为测量结果的后

续分析处理提供了理论基础 ,尤其适用于 PMU 等

需要高精度频谱分析的自动化装置。
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Error analysis of quadratic interpolation method on sine wave signal

ZHAO Lei1 , SHAN Yuan2da1 , L I Wei2

(1. Southeast University , Nanjing 210096 , China ;　2. Shanghai Fudan Microelectronics Co. , Ltd , Shanghai 200001 , China)

Abstract :　Quadratic interpolation method is often used to reduce spectrum leakage in signal processing. The error of quadratic inter2
polation method on sine wave signal was analytically studied and numerical evaluated in this paper. The expression of error range ,

which will be the guideline in estimating measurement error and choosing sample frequency , is proposed and demonstrated. Conse2
quently , the error analysis of further signal processing can be made based on this result .

Key words :　quadratic interpolation method ;　error analysis ;　power system measurement

许继进入 2004年全国电子信息百强企业

5月 26日 ,备受社会各界关注、经信息产业部严格审核的 2004 年 (第 18 届)电子信息百强企业排定。

许继集团进入百强 ,居第 38位 ,同时河南省的安彩集团、新飞电器集团也名列百强之中 ,分别居第 27 位和

55位。

本届全国电子信息百强企业是依据企业 2003年营业收入排定的。山东海尔集团公司蝉联电子信息百

强企业之首 ,联想控股有限公司、TCL 集团股份有限公司分列第二、三名。

2003年 ,我国信息产业克服了国际不确定性因素增多和 SARS等诸多不利因素 ,全行业依然保持了持

续、快速发展的势头 ,全年完成工业增加值 4000亿元 ,同比增长 34 % ;实现销售收入 1. 88万亿元 ,同比增长

34 %。百强企业作为行业的主力军 ,在技术创新、资源优化配置、开拓市场、扩大开放、产权改革等方面取得

了优异的成绩 ,进一步推动了企业做大做强 ,为建设电子强国奠定了基础。

本届电子信息百强企业体现了以下几个新特点 :一、企业规模不断扩大 ,入围门槛继续提高 ;二、龙头企

业成长壮大 ,行业带动作用明显 ;三、制度创新取得进展 ,企业活力不断提高 ;四、品牌价值显著提升 ,“走出

去”取得新进展 ;五、加大技术创新力度 ,不断开拓新增长点。

41 继电器


