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摘要 : 首先构造了区间上三角样条小波 ,并将它应用到电机故障信号的检测中 ,很好地解决了一些传统的著

名小波 ,如 Symmlet小波、Daubechies小波、Coiflets小波、Meyer小波等以及一些常用处理边界的方法 ,如区间外

数据补零、对称延拓、平滑法和周期延拓方法等不能解决的边界效应问题。区间三角样条小波具有对称性 ,因

而具有线性相位。在电机故障信号分解和重构中比补零法、对称延拓法、平滑法和周期延拓法精度高。
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1　引言

　　小波变换时频域具有良好的局部化性能 ,因而

较 Fourier变换能更好地刻画电力系统突变信号瞬

态特征。小波变换在电力系统中的应用集中于对故

障信号分析与处理上 ,包括突变信号的检测、突变点

的定位和故障诊断。实际分析是对电力系统故障信

号进行采样 ,得到有限待分析的采样数据 ,采样后的

有限区间上的信号在端点处的值明显发生突变。但

现有的小波函数 ,如 Symmlet 小波、Daubechies小波、

Coiflets小波、Meyer 小波等 ,在实际应用时 ,当分析

信号的边界点无奇异时 ,其小波变换也存在模极大

值 ,即存在边界效应 ,而且小波系数存在振荡。这

样 ,当故障点恰好落在采样信号边界点旁边时 ,就很

难判断边界点旁边的模极大值是否是由信号本身的

奇异性所引起的。为了消除这种现象 ,解决问题的

方法之一是增加数据采集窗的宽度 ,但却极大地增

加了计算量 ,不利于实时分析。如文献[1 ]中为了分

析 3 ms的数据量 ,采用了 9 ms宽度的数据采集窗。

另一种方法是采用延拓方法。如文献[2～5 ]大多采

用区间外数据补零、对称延拓、平滑等延拓方法 ;构

造特定的小波变换如Matlab软件包中周期小波变换
(dwtper () )或文献 [6 ]中提及的平均插值小波变换 ,

把边界附近的多项式进行适当外延 ,来求解边界处

的小波变换系数 ,从而具有边界自动校正特点等。

以上这些方法没有真正很好地利用区间给定的数据

来解决边界问题而且重构后的信号的误差较大。寻

找一种有别于已有的小波并能真正解决边界问题的

区间小波变换是完全必要的。

过去人们构造区间小波的方法主要是折叠方

法 ,如Meyer曾利用Daubechies小波构造正交区间小

波、梁学章先生在文献[7 ]中提出由B样条小波构造

成的区间双正交小波以及徐淑珍构造的平均插值小

波[8 ]等。它们的主要思想是将区间小波函数折叠到

区间内。本文构造区间小波的思想与它们截然不

同 ,它是通过在端点处设置重叠节点 ,巧妙地构造区

间上的三角样条小波。利用其边界校正的优点 ,对

信号进行分析 ,可彻底消除这种现象 ,减少了计算

量 ,提高了电力系统故障检测的准确性。

2　区间三角样条小波

与基数B样条一样 ,一阶三角样条 TS1 ( n = 1)

是定义在[0 ,1)区间的特征函数χ[0 ,1) ( x) :

T1 ( x) =χ[0 ,1) ( x) =
1 , 　0≤x < 1

0 , 　other
(1)

记 xj = j - 1 , j ∈Z+ , T1 , j ( x) = x [ j - 1 , j) ( x) 。n

阶三角样条函数的递推公式

Tn , j ( x) = sin
x - xj

2
Tn - 1 , j ( x) +

sin
xj + n - x

2
Tn - 1 , j + 1 ( x) sin

xj + n - xj

2

(2)

定义

Tn ( x) = sin
x1 + n - x1

2
Tn ,1 ( x) (3)

这样式 (3)求得的 Tn ( x)为 n阶三角样条函数

TSn。以 n阶基数三角样条函数作为尺度函数构造

出的小波函数为 n 阶三角样条小波 TSWn。图 1分
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别为 TS1～TS4的图像 :

图 1　基数三角样条函数 TS1～TS4

Fig. 1　Cardinal trigonometric spline functions TS1～TS4

由文 [10 ]知 ,基数三角样条函数和基数 B样条

函数的图像完全相同 ,都为对称“钟形”函数。令 t i

= i/ 2 ,τi = i , i = 0 , 1 , 2 , ⋯, t = { t i = i/ 2 , i = 1 , 2 ,

⋯} ,τ= {τi = i , i = 1 ,2 , ⋯}而且 s = t -τ或 t =τ∪

s。记 S t为以节点 t = { t i = i/ 2 , i = 1 , 2 , ⋯}构成的

样条空间 , Sτ为以节点τ= {τi = i , i = 1 ,2 , ⋯}构成

的样条空间。显然有 Sτ< S t。空间 Sτ在空间 S t 中

的正交补为Wτ, S t = Sτ© Wτ。子空间 Sτ中的三角

样条是

�Ti ( x) = Tn ( x - i) (4)

子空间 S t中的三角样条是

�Ti ( x) = T ( n) / 2 ( x - i/ 2) (5)

其中 Tn ( x)是节点为{ 0 , 1 , 2 , ⋯, n}的三角样

条 , T ( n) / 2 ( x)是节点为{ 0 , 1/ 2 , 1 , ⋯, n/ 2}的三角样

条。定义

ψn ( x) = ∑
3 n- 1

j =1

( - 1) j - 1 wj�Tj - 1 ( x) (6)

其中 ,

wj =∫R�T0 ( x) �T2 n - j ( x) d x (7)

当 n = 1 时 , �T0 ( x ) = T1 ( x) =
1 , 　0≤x < 1

0 , 　others
,

T (1) / 2 ( x) =
1 , 　0≤x < 1/ 2

0 , 　others
。此时 ,由式 (7)知 w1

=∫R T1 ( x) T (1) / 2 ( x - 1/ 2) d x =∫
1

1/ 2
1d x =

1
2

, w2 =

∫RT1 ( x) T (1) / 2 ( x) d x =∫
1/ 2

0
1d x =

1
2
。因而 ,三角样

条小波函数 TSW1为 :

ψ1 ( x) = w1 �T0 ( x) - w2 �T1 ( x) =
1
2

T (1) / 2 ( x) -

1
2

T (1) / 2 x -
1
2

=
1/ 2 , 　0≤x < 1/ 2

- 1/ 2 , 　1/ 2≤x < 1
上式表明 ,一阶 (零次)三角样条小波 TSW1 恰

好就是 Harr小波 ,这与 B样条小波推导结果是完全

一致的[9 ]。当 n = 2时 , w1～w5的值分别为 :

w1 w2 w3 w4 w5

0. 0459 0. 1149 0. 1380 0. 1149 0. 0459

当 n = 3时 , w1～w8的值为 :

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8

0. 0096 0. 0529 0. 1580 0. 1635 0. 1635 0. 1580 0. 0529 0. 0096

当 n = 4时 , w1～w11的值为 :

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9 w10 w11

0. 0018 0. 0248 0. 0747 0. 1067 0. 0899 0. 1297 0. 0899 0. 1067 0. 0747 0. 0248 0. 0018

定理 1　对任意 n∈Z+ , (6) 、(7)定义的ψn ( x)是小

波函数 ,并称之为 n阶三角样条小波 TSWn。图 2列

出了 1～4阶三角样条小波时域波形。

图 2　四种三角样条小波 TSW1～TSW4

Fig. 2　The four kinds of trigonometric spline

wavelets TSW1～TSW4

从图 2可看出 ,三角样条小波函数ψn ( x)对 n

= 1 ,3奇数时 ,呈反对称性 ;对 n = 2 , 4 偶数时呈对

称性。事实上 ,由 Tn ( x)的对称性和系数公式 (7)的

对称性知 ,对所有的 n ,小波函数ψn ( x)具有对称性

或反对称性。因而ψn ( x)具有线性相位或广义线性

相位[9 ]。

定理2 　对所有的正整数 n ,三角样条小波函数
ψn ( x)对于偶数 n 是对称的 ,ψn ( x) =ψn (2 n - x) ;

而对于奇数 n是反对称的 ,ψn ( x) = - ψn (2 n - 1 -

x) 。因此 ,它们具有线性相位 (对于偶数 n)和广义

线性相位 (对于奇数 n) 。

上述构造的三角样条小波不仅能在 2 j Z 节点

上 ,而且在任意节点构造三角样条小波 ,如式 (2)和
(3) 。这给我们构造区间上三角样条小波带来很大

方便。比如 ,我们要构造 L2 [0 , 1 ]上的三角样条小

波 ,可以在端点处设置多重节点 ,这也是样条构造的

常用处理方法。

定义 3[10 ]　对固定的 j∈Z+ ,令区间[0 ,1 ]上的节点

序列为 t
( j) : = tj

- n + 1 : = t
( j)
k

2
j
+ n - 1

k = - n + 1 ,

其中　tj
- n + 1 = tj

- n + 2 = ⋯= tj
0 = 0 ( n重节点 0) ;
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t
( j)
k = k2 - j , k = 1 , ⋯,2 j - 1 ; (8)

引理 4　对所有的 j∈N ,只有满足 2 j ≥2 n - 1 ,那么

在 W [0 ,1 ]
j 中存在 2 j - 2 n - 2个线性无关的内部小波

ψj , k , k = 0 , ⋯,2 j - 2 n + 1 ,suppψj , k Α[0 ,1 ]。

ψn , j , k ( t) =ψn (2 jt - k) , (9)

其中 ,ψn ( t)是 n阶三角样条小波。

对于端点 0有下面引理 5得到。

引理 5　对所有满足条件 2 j ≥2 n - 1的 j ∈Z ,存在

n - 1个端点 0的边界小波 ,它们的表达式为

ψj , k ( t) = ∑
- 1

i = - n+1

( �T - 1 rk) i T
( n)
2 n , i , t

( j+1)

n
( t) +

∑
2 n- 2+2 k

i = 0

( - 1) i T2 n ( i + 1 - 2 k) T
( n)
2 n , i , t

( j+1)

n
( t)

(10)

支撑区域为[0 , (2 n - 1 + k) 2 - j ] , k = - n + 1 ,⋯, - 1。

根据三角样条构造内在对称性 ,通过代换
ψj ,2

j
- 2 n + 1 - k ( t) : =ψj , k (1 - t )后 ,就能得到端点 1

处的边界小波函数。归纳起来 ,得到下面定理 6。

定理 6　如果 2 j≥2 n - 1 ,则维数为 2 j的区间小波空

间 W [0 ,1 ]
j 是由下列函数张成 : (1)引理 4中的内部小

波ψj , k , k = 0 , ⋯,2 j - 2 n + 1 ; (2)引理 5中端点 0边

界小波ψj , k , k = - n + 1 , ⋯, - 1以及经变换后的端

点 1处边界小波ψj , k , k = 2 j - 2 n + 2 , ⋯,2 j - n。它

们统称为区间三角样条小波 ( ITSW) 。

图 3显示在节点 t
(2) = { 0 ,0 ,1/ 4 ,1/ 2 ,3/ 4 ,1 ,1}

上构造的 2阶内部三角样条小波ψ2 ,0、ψ2 ,1和边界三

角样条小波ψ2 , - 1、ψ2 ,2。

图 3　二阶区间三角样条小波ψ2 , k , k = - 1 ,0 ,1 ,2

Fig. 3　22th order TSW2ψ2 , k , k = - 1 ,0 ,1 ,2 on interval

3　算例分析

3. 1　故障信号边界附近突变点检测

早期的小波都是定义在无穷区间上的 ,而实际问

题常常是有限区间的。如电力系统中采样的故障信

号。一般的文献处理方法大致有两种[2～6] : (1)将有

限区间上的数据向区间外延拓 ,如补零方法、对称延

拓方法、平滑方法以及周期延拓方法 ; (2)构造区间小

波 ,如区间周期小波、折叠小波、平均插值小波等。著

名的工具集成软件包Matlab正是基于上述处理方法。

一般来说 ,这些方法对不在端点附近的点都能较好地

处理 ,但对于边界点及其附近点来说都存在很大的误

判 ,如将正常点判为故障点 (突变点)或者相反 ,这些

都是因为算法本身的缺陷所致 ,本文的区间三角样条

小波能从根本上解决这一问题。

电力系统正常运行时 ,系统信号只有基波分量 ,

经过小波变换后在各个尺度下上平滑的 ,不会发生

模极大值。发生故障后 ,三相故障信号除基波外 ,常

有衰减直流分量 ,还有高次谐波 ,在故障点出现奇异

性 ,故经各尺度小波变换后 ,信号的小波变换出现模

极大值。由此可判断及故障点的位置。文献[8 ]给

出了各种故障模型 ,这里采用其中的故障分析模型 :

f 1 ( t) =

250
3

sin (ωt +π/ 3) 　　(0≤t ≤0. 02)

100sin (ωt +π/ 4) + 10 sin (2ωt) +

40 sin (3ωt) + 20 sin (5ωt) + 10 sin (7ωt) +

100e - 100 t (0. 02≤t ≤0. 04)

为了便于比较 ,选择 Db4 小波、双正交小波

Bior4. 4和本文的区间三角样条小波 ,在相同数据采

集窗宽度的情况下 ,检测信号的故障点 ,采样频率为

25. 6 kHz ,取 1024个采样点。如图 4～图 6所示。

比较图 4～图 6 可知 ,在不增加数据采集窗宽

度的前提下 ,不论边界点有无发生故障 ,Db4 小波、

Bior4. 4双正交小波在边界点都存在模极大值 ,因此

难以判别出在边界点旁边是否发生弱小的故障 ;用

有限区间三角样条小波能有效地去除边界效应 ,而

且故障信号在变换域的最大系数值最大 ,即能量更

集中 ,同时获得的故障信号能量也更多。

图 4　故障信号及 Db4小波变换系数

Fig. 4　Fault signal and its WT coefficients based on Db4
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图 5　故障信号及 Bior4. 4小波变换系数

Fig. 5　Fault signal and its WT coefficients based on Bior4. 4

图 6　故障信号及区间三角样条小波变换系数

Fig. 6　Fault signal and its WT coefficients

based on interval biorthogonal wavelet

3. 2　实例分析

图 7 (a)为电动机 C相接地故障信号 ,对地短路

阻抗 100Ω ,接在直流发电机上 ,其中电流9. 2 A ,电

压 112 V ,不经调压器并满载运行。图 7 (b)为一般

小波检测到突变点 t = 500采样点。图 7 (c)为取图

7 (a)中 t = 1∶502采样点之间的故障信号 ,用传统小

波进行处理时不易识别出端点附近的故障点如图 7

(d)所示 ;图 7 (f)运用本文有限区间二阶三角样条小

波处理的结果 ,它能识别出端点附近 t = 500采样点

处的故障点。

图 7　故障信号及其不同小波突变点检测情况

Fig. 7　The Fault Signal and Detection of Sudden2changeable Point

with General Wavelet and Finite Subset Bi2orthogonal wavelet

3. 3　故障信号重构误差比较

Daubechies已经证明 ,除了 Harr小波外 ,具有紧

支撑的正交小波都不具备对称性 (或反对称性) ,即

不具有线性相位或广义线性相位。众所周知 ,线性

相位对信号的分解与重构是至关重要的 ,它能避免

信号失真。

本文所用的区间三角样条小波具有紧支撑性 ,

同时当 N 为奇数时 ,三角样条小波是对称的 ;当 N

为偶数时 ,三角样条小波具有反对称性。因而本文

的三角样条小波具有紧支撑性、正交性以及线性相

位 ,对信号的分解与重构比传统小波变换要好。

图 8示出了用各种方法对某异步电动机断条故

障信号进行重构后的波形及误差。表 1列出了各种

方法重构信号的最大误差 ,从表中也可看出 ,运用区

间正交小波方法比其它方法的误差相比小 2个数量

级 ,显示该方法更精确。

图 8　原始故障信号及各种方法重构图和误差图

Fig. 8　The original fault signal and reconstructed charts

and error charts with some kinds of methods.

表 1　各种方法重构信号最大误差比较
Tab. 1　Maximum errors of some different methods

补零法 对称法 平滑法 周期延拓法 本文方法

最大误差 1. 8918e2012 8. 1690e2013 2. 5846e2012 1. 1317e2012 2. 1432e2015
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4　结论

实际电机故障信号采样数据是有限区间的 ,直

接运用传统小波变换存在边界问题 ,改进的一些方

法对边界问题的解决有一定帮助 ,但真正充分利用

区间中已采样的数据解决边界问题还未出现。本文

构造了区间三角样条小波并运用其对故障信号进行

处理 ,能充分利用区间内数据。从文中我们可得到

如下一些结论。
(1)本文构造的区间三角样条小波不仅具有紧

支撑性和半正交性 ,而且具有 (广义)线性相位。
(2)实际采样后的信号只是有限区间上信号 ,传

统的小波方法对故障信号的端点附近的故障点往往

无能为力 ,本文的区间三角样条小波既能识别区间

内的故障点又能识别端点附近的突变特性 (小波变

换模极大值) 。消除了边界效应引起端点处的突变

现象。
(3)区间三角样条小波在信号分解与重构过程

中比传统的补零方法、对称方法、平滑方法以及周期

延拓方法误差都要小 ,这与理论分析是一致的。
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Interval Trigonometric Spline Wavelets( ITSW) and its Applicationto

Boundary Problem of Fault Signals of Electric Machine

HU Guo2sheng1 ,2 ,REN Zhen1 ,HUANG Wen2ying1 ,ZHU Feng2feng1

(1. Electric Power College , South China University of Technology , Guangzhou 510640 , China ;

2. Guangdong Institute of Technical Personal , Guangzhou 510640 , China)

Abstract :　In this paper , trigonometric spline wavelets on the interval( ITSWs) are presented and applied to detect the fault signals of electric

machine. The boundary problems have been solved perfectly using ITSWs , which can not being solved using some traditionally famous wavelets

- Symmlets , Daubechies , Coiflets , Meyer wavelets et al. and some usually used methods - filling zero , symmetric extending , smoothing , pe2
riodically extending methods. ITSWs are symmetric wavelets , the decompression and reconstruction errors of fault signals of electric machine

are less than filling zero , symmetric extending , smoothing , periodically extending methods.

Key words :　trigonometric spline wavelet on the interval ;　wavelet transform ;　fault signals of electric machine ;　boundary effect
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