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专家讲卫匕 小波变换
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第 讲 离散小波变换

董新洲 贺家李 天津大学电力系

葛耀中 西安交通大学电力系

摘要 】围绕离散小波变换讨论 了多分辫分析
、

尺度函数的概念
,

介绍 了离散小波变换的分解与重构算法

— 算法
,

同时探讨了离散小波变换在电力系统可能的应用
。
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离散小波与离散小波变换

连续小波及连续小波变换对于小波思想 的建

立是有效的
,

但在实际应用中
,

考虑到计算的有效

性
,

常常要对小波及其变换进行离散
,

离散小波族被

写为

叱
, , 忍伞 , 一 , ,

任

显然
,

巩
,

是由单一函数 伞 通过二进膨

胀 即
一

的膨胀 和二进平移 即 忍
, 的膨胀 得

来
。

相应地
,

离散小波变换被写成

灾

习
,

,

弃
一

「
一 , 了龙 , , 一 ‘

乙 一 。 〕

一

巩
,

通过选择小波函数 伞
,

使得它的对偶

则由离散小波变换重构原信号的公式为

承存在
,

多分辨与尺度函数

为了便于表达
,

需要使用一些泛 函分析的知

识
。

多分辨分析

定义 多分辨分析是一列闭子空间 , 。 ,

它满足条件

单调性 ⋯ 泣 。仁
’ ‘ ’

“ 在 ’中的并是稠密的 , 八
,

认巧
一 “

,

交是零 ‘
,

妙
一 ”

伸缩规则性 任 拱 任

基存在性 存在函数 抓 任
,

使得
甲 一 ,

任 是 的 基

平移不变性

“ , 任 幼 ,

奋, 任

了 , 名
,

巩
,

厄
,

由文献〔’」知
,

若小波函数 伞是 小波
,

则 伞 的

对偶一定存在
。

小波按定义可分为以下三类

定义

少 称为是一个正交小波
,

如果 叱
,

满足

正交性条件

叱
, ,

巩
,

二 色鲡
, , , ,

任

伞称为是一个半正交小波
,

如果 叱
,

满

足条件

巩
, ,

巩
, ,

笋
, , , ,

‘

伞称为是一个双正交小波 或非正交小

波
,

如果 伞 的对偶存在
,

且满足条件

巩
, ,

该
,

色瓜
,

,
, , ,

‘

根据多分辨分析
,

可以建立起另外两个重要的

概念

尺度函数

称函数 州 为尺度函数
,

它的伸缩和平移系
外

,

能够生成闭子空间 , 。 ,

即多分辨分析

扩 外
,

小 任
其中 竹

,

川甲
, 一

小波空间

若空间 代 与空间 满足 代 干
,

任
,

称子空间 砚 是子空间 的补子空间
,

它由小波函数 少 任 。生成
,

称为小波空间
。

砚
,

叱
,

小 任
有了小波空间代

,

可分解为 代 的直接
和

一 艺代
〔

⋯牛 砚 干 。干 干
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林

林
一
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图 多分挑分析和小波空间的图形表示

为帮助理解有关空间概念
,

可参照如下的图形

图 表示 它是不严格的
。

尺度函数和小波函数的二尺度方程

由上述知 沪 也属于
,

伞 任 。也属于
,

因此
,

空间 的基 州 必然与空间 的基

可 和空间 的基 伞 有关
。

亦即存在序列

九
、

使得下式成立

于是
,

对信号的分解完全由系数序列 雌 和 暇 确

定
。

其中 魂 是使用 蚕作为基小波时的离散小波变

换的值
,

而且式 中的分解是数据相关的
。

即
,

和 呜
,

可由
十 ,

求出
,

和 呜
,

乏 可合成争
, 。

对于固定的
,

由几
十 ,

求
,

。和呜
,

的算法称

为分解算法 由
,

和 呜
,

求 ,
,

的算法称为重

构算法
。

小波分解与重构算法由 〕提出
,

故又

称为 算法
。

分解算法

或
之
、

甲“ ’一

计
走甲‘‘ 一 ‘ ’

〔少 乙 甲 一

,

习
, 一

,
,

一 习。
‘一

,

并且分别被称为尺度函数和小波函数的二尺度方

程
。

又设尺度函数 切 和小波函数 伞 的对偶为币
、

蚕
、 。

则 毋和 承也满足二尺度方程

其中 口 万
一 , 口

‘

,

百九
一

‘ 。

重构算法
,

名
一 ,砚

,
, 。

一

玛
, ‘

币

蚕

小波分解过程和重构过程如图 所示

矛 了
一

子 矛

、 ,

‘ 冲
、 ,

‘‘ 呻 。 , ‘‘ 一
。 。 。

‘盆

一
‘ ,尸

一
砚 , ”

’

一分解

一

既然 币和 蚕是沪和伞 的对偶
,

因此四个二尺度

序列是相关的
。

可以证明〔’〕由序列 八
,

可以

派生出序列
, ,

进而得到序列
, 一 ,

石走
、

云
一 。

它们是建立小波分解与重构算法的根据
。

如
一

材

。

玉
⋯

玉努玉
。

重构

算法

如前所述
,

由于 护 可分解为空间 代 的直

接和
,

而 ‘ 代
,

因此对于 任 都有小波

分解

一 艺刻 二 ⋯

, 十 ⋯
,

一

图 小波分解和孟构过程

由式 知 小波变换对于一个信号的分解过

程实际上就是把信号表示成为小波分量的过程
,

算法的重要价值就在于揭示了这种分解过程

中各个分量 或系数 之间的联系
。

需要说明的是
,

不论采用哪种小波
,

正交的
、

半

正交的或非正交的
,

其算法都是一样的
。

仅仅是系数
,

和
,

不同
。

因为 是 的补空间
,

而 代 任
,

无 任 任
,

所以

无 石 局

在不同尺度下的逼近分量和小波分量可由函数
切和 伞表示为

小波的系数特点

二尺度方程建立了尺度函数和小波函数与序列
, ,

之间的对应关系 一对序列
,

唯

一地决定了一对尺度函数和小波函数
。

因此
,

对不同

小波的研究和应用
,

都可归结为对其系数的研究
。

由于尺度函数 甲生成闭子空间
,

要求 伞生
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成空间 的补空间 砚
,

而且二者构成直接和
。

因此确定函数 甲和伞 的二尺度序列
,

之间

必定有一些约束和限制
。

以下仅给出三类 小波系数序列的特点 ’
。

正交小波
正交小波是自对偶的

,

因此 伞 二 蚕
。

此时的四

个序列 九
,

吸
,

多
,

奋
,

仅由一个序列 九

生成
叽

一

场卜

正交小波的一个例子是二阶的 小

波
。

图
、

示出了尺度函数和小波函数的图

形
。

半正交小波

半正交小波是以样条函数为基础构造的川
。

它

的尺度函数选择 阶基数 样条
,

小波函数选择为

阶基本基数样条函数的 阶导数
,

对应的系数

序列为

每
走 由两个系数序列 。 ,

多
, 生成

牙日
一 ‘一 ‘一 ,

多
一 十 ,

〔口 一 一 ’ 一 十 ,

对于双正交小波
,

必须独立地给出系数序列

九
, 。

图
、

示出了枷 一
划 、 构造

的双正交小波和尺度函数的图形
。

在前述三类小波中
,

正交小波是信号 小波

表示的最简洁形式
,

但正交小波缺乏对称性
,

而对称

性是保证由小波变换重构原信号不失真的前提条
件仁

。

基于此
,

具有对称性和反对称性的半正交小波
和双正交小波〔〕获得了广泛应用

。

一 ’“‘誉,
,

镇 簇

离散小波变换的应用

综上所述
,

对一个信号施行小波变换的过程就

是对信号进行小波分解的过程
,

而逆变换就是重构

原信号的过程
。

对于给定的信号和选定的小波 系

数确定
,

我们可以象使用 进行 变换一

样
,

直接使用 算法对信号进行小波分析
。

以下简介离散小波变换在电力系统中的两个应

用
。

数据压缩

电力质量监视器
,

行波保护和行波故障测距装

置的共同特点是对于电压电流信号的采样频率很高

达数兆
,

需要记录
、

存贮和传送的数据量巨大
。

因而迫切需要数据压缩
。

小波变换可以达到这一 目

的
。

如前所述
,

信号可分解为小波分量
,

各个分量可

以通过互相相关的关系序列 和 魂来计算
。

系

数序列的特点是每每减半〔〕
,

而整个分解过程记录

的系数序列长度之和仍等于原始信号长度
。

此时保

留与特定信号有关的系数
,

去除无关的系数
,

则数据
量将大大减少〔 约为原信号的 一 乃

,

从压缩

的数据中
,

原信号可以重构
,

而丢失的信息很少
。

滤波

小波变换能够按频带分解信号
,

因此可用于滤

波
,

包括从含有衰减非周期分量的故障电流中提取
工频分量

、

谐波检测〔 和电压波形畸变检测等
。

设原始信号的频带为
, ,

第一次的小波分

解把这个信号分解成高频
,

忍 和低频 忍
,

两个部分 第二次的小波分解把低频信号分解成高

频
,

和低频
,

忍 两个部分 依次类推
,

直到把信号分解完毕
。

若要对高频再进行分解
,

则

‘代
、

一一乏机

错客
‘了’

二“ “
一 ‘’

,

“’
,‘ 一 、 乏、 一 ‘, ,

,

其中的下标 表示样条函数的阶数
。

对偶尺度
函数和对偶小波函数的系数序列 多

,

每 由
九

,

吸 导出
。

图 。 、

示出了二次样条小

波和次样条小波三的图形
。

对于半正交小波
,

只要给出样条函数的阶数
,

则四个序列 户
, , ,

奋 就被决定
。

形形田一囚一
四国伪 由

一一卉二二
。

图 小波函数的图形
、

二阶 沉 尺度函数与小波
、

二次和三次样条小波
、

甲
,

伞

双正交小波

双正交小波的四个系数序列 九
, ,

多
,
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可以使用小波包方法〔‘〕
。

这里不予讨论
。

结论

本文讨论的离散小波变换是指对尺度参数

和平移参数都进行二进离散的特定形式

离散小波变换是连续小波变换的一种数字

化
、

具体化形式

小波是离散小波变换的核心

多分辨分析奠定了小波函数的构造和

算法的基础

算法在离散小波变换中的地位相当

于 在 变换中的地位
。
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结论

就该厂出现的接地装置误动这一异常情况
,

我

们必须引起足够重视
。

在检修时
,

要对电缆接地线
、

接地情况
、

电缆头与支架的绝缘等认真检查
。

另外
,

还要注意两点①做电缆线盒时
,

要严格按工艺要求

进行
,

焊电缆接地线时
,

一定要清抹铅包后
,

在钢带

断处的铅包及钢带交接处
,

将软铜线或铜编织带焊

接牢固
,

否则
,

流人零序电流互感

器的电流不能全部流出
,

可能使接地继电器误动
。

②因零序电流互感器的二次电流较小
,

一方面

要求二次回路线径较粗
,

另一方面
,

校验继电器时
,

希望实地校验
,

即在线路停电状态下
,

给零序互感器

通人一次整定电流
,

调整继电器使之动作
。

否则
,

在

试验室由于模拟的线路电阻不准确
,

所校的继电器

误差就会大
,

不能反映实际情况
。
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